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AVERTISSEMENT

DE LA NOUVELLE EDITION.

Le texte de cette nouvelle édition a été soigneuse-
. mentrevu etamélioré par une comparaison attentive
avec les manuscrits de 'auteur et les divers tirages
* des feuilles autographiées. L'ordre des matiéres est
resté le méme. Chaque Lecon est suivie d’un certain
nombre d’exercices tirés des papiers de Sturm ou
empruntés a ’excellent Quvrage de M. Frenet (*).
Le programme du Cours professé autrefois par
Sturm a I'Ecole Polytechnique ne comprenait pas
I'étude des fonctions elliptiques. M. H. Laurent a
bien voulu compléter cette lacune en rédigeant une
théorie elémentaire des fonctions elliptiques, qui est
placée a la fin du second Volume.

(*) Recueil d’Exercices sur le Calcul infinitésimal, par M. Frenet, pro-
fesseur a la Faculté des Sciences de Lyon; 4* édition, in-8, 1831 ; librairie
Gauthier-Villars.



Xt AVERTISSEMENT.

Nousespérons que sous sa formeactuelle I'Ouvrage
de Sturm continuera d’étre, comme I’a dit M. Bras-
sinne, « un guide excellent pour tous ceux qui vou-
dront étre initiés le mieux et le plus vite possible &
la connaissance de I’Analyse infinitésimale (*). »

(*) Bulletin mathématique de Terquem, t. 111, (1859 ), p. 61,
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AVERTISSEMENT

DE LA PREMIERE EDITION (1857).

Vers la fin de sa trop courte carriére, Sturm, cé-
dant aux instances de ses nombreux amis, s’était
décide a publier ses Cours d’Analyse et de Meca-
nigue. Mais comme I’état de sa santé ne lui permet-
tait pas de se livrer aux soins multipliés qu’exige
Pimpression d'un livre de science, surtout dans une
premigre édition, il avait bien voulu accepter mes
bons offices pour la révision du texte et la cor-
rection des épreuves. Eleve de Sturm, honoré en
toutes circonstances de ses précieux conseils et de
son bienveillant appui, j’avais saisi avec empresse-
ment cette occasion de lui témoigner ma reconnais-
sance, lorsque sa mort vint interrompre I'entreprise
a4 peine commencée, et me laissa seul chargé d’un
travail que j'aurais été si heureux d’accomplir sous
sa direction.

Je dois maintenant & la mémoire de Sturm d’en-
trer dans quelques détails sur la maniére dont j’ai
compris I'exécution de ses derniéres volontés.

Le Cours d’Analyse, pour ne parler que de I'ou-
vrage dont je publie aujourd’hui le premier volume,
est la reproduction des Lecons faites par I'auteur a
I'Ecole Polytechnique, et rédigées en premier lieu



X1v AVERTISSEMENT DE LA PREMIERE EDITION.

par quelques éleves de cette Ecole. Ces rédactions
rendaient assez fidelement, dans leur ensemble, la
pensée de Sturm, et je les ai reproduites en grande
partie; mais, par suite de la rapidité avec laquelle
elles avaient été composées, il s’y était glissé de nom-
breuses fautes de calcul ou de langage, qu’il m’a
fallu faire disparaitre. A cet effet, je me suis servi
des cahiers de Sturm, dans lesquels j’ai trouvé un
programme trés-détaillé de son Cours, et quel-
quefois des théories entierement rédigées par lui;
jai profité en outre des corrections ou additions
qu’il avait indiquées en marge de quelques exem-
plaires des feuilles lithographiées. Enfin, confor-
mément a l'intention clairement manifestée par
Sturm, j’ai supprimé de nombreuses répétitions,
indispensables dans un cours oral, mais inutiles dans
un livre ot elles peuvent étre suppléées par des ren-
vois. J’aurai atteint le but de ce modeste travail, si
l’on retrouve dans le texte que je publie les qualités
qui avaient fait une place si remarquable a3 Sturm
parmi les professeurs.

E. PROUHET.
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NOTICE

SUR

LA VIE ET LES TRAVAUX -

DE (Cu. STURM.

. .

CaarLes Stunm naquit a Genéve, alors chef-lieu du
département du Léman, le 6 vendémiaire an XII (22 scp-
tembre 1803). Sa famille, qui appartenait a la religion
protestante, était originaire de Strasbourg et avait quiué
cette ville vers 1760. Elle comptait probablement parmi
ses ancétres deux hommes célébres au xvi® siécle, Jacques
Sturm, président (stadt-meister) de la république de
Strasbourg, qui se distingua dans la lutte de cette ville
coatre Charles-Quint, et Jean Sturm, humaniste, diplo-
mate, théologien, dont le nom se trouve mélé a toutes
les querelles littéraires, politiques et religieuses de son
époque.

Le jeune Sturm montra de bonne heure des disposi-
tions extraordinaires, et il obtint au collége de nombreux
succés dans toutes les parties de ses études. Il apprit avec
une égale facilité les langues anciennes et modernes, la
littérature, I'histoire. On nous a méme rapporté qu’a
douze ans il composait des vers qui décelaient beaucoup
d’imagination et de sensibilité. Mais, & mesure qu’il avan-
cait en age, il donnait une préférence de plus en plus
marquée aux études scientifiques.

Syuea. —.Aa., I, b
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Sturm quitta le collége en 1818 pour suivre les cours
plus savants de I’Académie de Genéve. Il y eut pour
professeurs MM. J.-J. Schaub, le colonel (depuis géné-
ral) Dufour et Simon Lhuilier. Ce dernier, géométre
éminent, avait pour son éléve une vive affection et se plai-
sait & lui prédire un brillant avenir. Il eut le bonheur de
vivre assez longtemps pour voir ses prédictions se réaliser.

En 1819, un grand malheur vint frapper Sturm et le
mettre aux prises avec les nécessités de la vie. Son pére
mourut dans la force de I'dge, ne laissant aucune fortune
a sa veuve ct a quatre enfants, dont Charles était I'ainé.
Pour venir au secours de sa mére, qu’il aimait ten-
drement, Sturm, quoique bien jeune, se livra a 'ensei-
gnement et commenga par donner des legons particu-
lieres. En 1823, il entra comme précei)teur dans la fa-
mille de Broglie, ou il fut chargé de 1'éducation du frére
de madame de Broglie, fils de la célébre madame de Staél.
Il demeura quinze mois dans cette respectable famille,
dont il eut beaucoup a se louer.

Sturm accompagna son éléve a Paris, vers la fin de
'1823. En route, il lia connaissance avec un bibliothécaire
de Dijon qui conduisait son fils a 1'Ecole Polytechnique.
Ces messieurs étaient des lecteurs assidus du Journal de
Gergonne, ou Sturm avait déja inséré quelques bons
articles. Quand ils apprirent le nom de leur compagnon
de voyage, ils lui firent beaucoup de compliments et de
politesses. A vingt ans, de pareilles rencontres, premiéres
joies d’une cél¢brité naissante, ont un charme tout parti-
culier qui les fait compter parmi les plus grands bonheurs
de la vie.

Sturm aimait a se rappeler cette époque. Il était alors
pauvre et presque inconnu. Mais il avait la conscience
de sa force, el son existence modeste était embellie par
I'espérance, ce bien souvent préférable au but le plus
ardemment poursuivi. « Je suis actuellement, écrivait-il
a sa mére, en relation avec des hommes trés-savants et
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trés-distingués. Il faut ticher de m’élever 4 peu présa leur
niveau. »

Ce premier séjour & Paris fut de courte durée.
Sturm y revint un an aprés avec son ami d’enfance,
M. Daniel Colladon, aujourd’hui professeur a1’Académie
de Genéve et physicien distingué. De 1825 a 1829, les
deux amis vécurent ensemble, mettant en commun leurs
travauzx, leurs espérances, leurs joies et leurs peines. Le
tt juin 1827, une haute distinction venait récompenser
leurs efforts : ils remportaient le grand prix de Mathéma-
tiques proposé par I’Académie pour le meilleur Mémoire
sur la compression des liquides.

Sturm était venu a Paris avec une lettre de recom-
mandation de M. Lhuilier pour M. Gerono. L’éminent
professeur accueillit le jeune mathématicien avec une
cordialité dont celui-ci lui a toujours gardé une pro-
fonde reconnaissance, et lui procura des relations utiles.
MM. Arago, Ampére et Fourier suivaient avec intérét
les travaux de Sturm et de son ami. Je n’ai pas besoin
de dire que les jeunes savants étaient obligés d’abandon-
ner parfois la haute théorie pour des occupations moins
relevées, mais plus lucratives. M. Arago, dont la pré-
voyante amitié embrassait tous les détails, ne laissait
échapper aucune occasion de leur envoyer des éléves.

A cette époque, M. Fourier réunissait autour de lui
quelques jeunes géométres, dont la réputation commen-
cait a se faire jour, et qui ont tenu depuis ce qu'ils pro-
mettaient alors. L’illustre savant les initiait & ses travaux
de prédilection et les entrainait dans la route ou il avait
fait de si importantes découvertes. Sturm subit ['heu-
reuse influence de ce maitre vénéré, dont il ne parlait
jamais qu’avec émotion. Il dirigea ses recherches vers la
théorie de la chaleur et I’analyse algébrique. C’est en étu-
diant les propriéiés de certaines équations différentielles
qui se présentent dans un grand nombre de questions de
physique mathématique,. qu’il trouva son célébre théo-

b.
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réme. Cette découverte, publiée en 1829, fit sensation et
placa son auteur au rang des premiers géométres.

Sturm accueillit avec joie la révolution de Juillet,
dans laquclle il crut voir Pavénement définitif d’une sage
liberté. Cette révolution lui fut du moins favorable en
lui permettant d’entrer dans I'Instruction publique, dont
sa qualité de protestant I'avait éloigné pendant la Restau-
ration. La haute protection de M. Arago le fit nommer, a
la fin de 1830, professeur de Mathématiques spéciales au
collége Rollin.

C’est de cette époque que date son amiltié avec M. Liou-
ville, amitié qui a duré jusqu’a sa mort.

Le 4 décembre 1834, I’Académie des Sciences ’honora
du grand prix de Mathématiques, qui devait, aux termes
du programme, étre décerné a l'auteur de la découverte
la plus importante publiée dans les trois derniéres an-
nées. Le Mémoire couronné, déposé au Secrétariat le
3o septembre 1833, était relatif a la théorie des équations.

En 1836, Sturm fut nommé Membre de I’Académic
des Sciences, en remplacement de M. Ampére, par
46 voix sur 52 votants. .

Entré a 'Ecole Polytechnique en 1838, comme répé-
titeur d’Analyse, S'turm devenait deux ans plus tard
professeur a cette Ecole. Dans la méme année (;840),
présenté en premiére ligne par le Conseil académique er
par la Faculté des Scieuces, il occupait a la Sorbonne la
chaire de Mécanique, laissée vacante par la mort de
Poisson.

Sturm était, en outre, officier de la Légion d'hon-
neur (1847), Membre de la Société Philomathique, des
Académiesde Berlin (1835) etde Saint-Pétersbourg (1836),
de la Sociéié Royale de Londres (1840). Cette derniére lui
avait décerné la médaille de Copley pour ses travaux sur
les équations.

Sturm se montrait digne de tous ces honneurs par son
zéle & remplir ses diverses fonctions. Doué d'une con-
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stitution naturellement forte, il pouvait compter sur une
longue carriére et de nouveaux succés. Malbeureusement,
vers 1851, sa santé subit une altération profonde par
suite d’une trop forte application & des recherches diffi-
ciles, et il fut obligé de se faire remplacer a la Sorbonne
et 4 I'Ecole Polytechnique. Il reprit ses cours a la fin de
1852, mais il ne se rétablit jamais compléicment. Malgre
les soins de sa famille, qui retardérent mais ne purent
arréter les progrés du mal, il succomba le 18 décem-
bre 1855, a I'age de cinquante et un ans.

Sturm n’était pas seulement un homme de talent, c’é-
tait aussi un homme de ceeur, bon pour sa famille, bon
pour ses amis, dont le nombre était grand. « J’ai beaucoup
d’amis, » disait-il avec un naif orgueil, et cette parole,
qui chez tout autre aurait passé pour une exagération,
était rigoureusement vraie. A ceux que j'ai déja cités,
j'ajouterai, sans préitendre a une énumération compléte,
MM. Lejeune-Dirichlet, Ostrogradsky, Brassinne, Cas-
sanac, Catalan. M. Faurie, d’abord éléve, devenu ensuite
Pami intime de Sturm, mérite une mention spéciale
pour le dévouement dont il a fait preuve dans les circon-
stances les plus pénibles.

Dans sa prospérité, Sturm n'oubliait pas les jours
difficiles et le généreux appui qu’il avait recu de MM. Am-
pére, Fourier, Arago. Il se plaisait a venir en aide aux
jeunes gens qui débutaient dauns la carriére des sciences,
et il savait les obliger avec une délicatesse admirable.

Sturm se taisait volontiers avec les personnes qu’il ne
connaissait pas; mais quand sa timidité naturelle élait
vaincue, il révélait tout le charme d’un esprit fin et origi-
nal. Il était passionné pour la musique des grands mai-
tres, et nous tenons de lui qu’a une époque ou ses res-
sources étaient bien faibles, il s’imposait des privations
afin de pouvoir entendre les chefs-d’ceuvre de Rossini et
de Meyerbeer.

Comme professeur, Starm se distinguait par la clarté
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et la rigueur. On lui doit beaucoup de démonstrations
ingénicuses qui, répandues par ses éléves, ont ensuite
passé dans les livres dont les auteurs ont presque tou-
jours oublié de le citer. Mais il était riche, point avare,
et ne réclamait jamais. « En ai-je assez perdu, disait-il
en riant, de ces petits objets! et combien peu m’ont été
rapportés par d’honnétes ouvriers! A la longue, cepen-
dant, le total peut faire, comme on dit, une perte conse-
quente. »

Les qualités de Sturm étaient bien appréciées par la
jeunesse intelligente qui suivait ses legons. « On admirait,
dit 'un de ses éléves (*) (et j'ajoutcrai : I'on aimait), cet
homme supérieur s’étudiant & s’eflacer, pénétrant dans
I'amphithéatre avec une timidité excessive, osant a peine
regarder son auditoire. Aussi le plus religieux silence ré-
gnait-il pendant ses lecons, et on pouvait dire de lui
comme d’Andrieux, qu'il se faisait entendre a force de se
faire écouter, tant est grande I'influence du génie! »

Enfin, pour achever de faire connaitre I'homme émi-
nent que nous venons-de perdre, nous citerons encore les
paroles touchantes prononcées sur sa tombe par M. Liou-
ville, le jeudi 20 décembre 1855.

« Messieuss,

» Le géometre supérieur, 'homme excellent dont nous
accompagnons les restes mortels, a été pour moi, pendant
vingt-cing ans,.un ami dévoué; et par la bonté méme de
cette amitié, comme par les traits d’un caractére naif uni
a tant de profondeur, il me rappelait le maitre vénéré qui
a guidé mes premiers pas dans la carriére des maihéma-
tiques, I'illustre Ampére.

» Sturm était & mes yeux un second Ampére : candide
comme lui, insouciant comme lui de la fortune et des

(*) M. Regray-Belmy, ancien éléve de I’Ecole Polytechnique. Voir le
Siécle du 30 décembre 1855.
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vanités du monde; tous deux joignant a l'esprit d’inven-
tion une instruction encyclopédique ; négligés ou méme
dédaignés par les habiles qui cherchent le pouvoir, mais
exergant une haute influence sur la jeunesse des écoles,
que le génie frappe; possédant enfin sans I'avoir désiré,
sans le savoir peut-étre, une Aimmense popu]arité.

» Prenez au hasard un des candidats a notre Ecole Po-
Iytechnique, et demandez-lui ce que c’est que le théo-
réme de Sturm : vous verrez s'il répondra! La question
pourtant n’a jamais été exigée par aucun programme :
elle est entrée d’elle-méme dans I’enseignement, elle s’est
imposée, comme autrefois la théorie des couples.

» Par cette découverte capitale, Sturm a tout a la fois
simplifié et perfectionné, en les enrichissant de résultats
nouveaux, les éléments d’Algébre.

» Ce magnifique travail a surgi comme un corollaire
d’importantes recherches sur la Mécanique analytique et
sur la Mécanique céleste, que notre confrére a données,
par extraits seulement, dans le Bulletin des Sciences de
M. Férussac.

» Deux beaux Mémoires sur la discussion des équations
différentielles et a différences partielles, propres aux
grands problémes de la Physique mathématique, ont été
du moins publiés en entier, grace A mon insistance. « La
» postérité impartiale les placera a coté des plus beaux
» Mémoires de Lagrange » {¥*). Voila ce que j’ai dit et
imprimé il y a vingt ans, et ce que je répéte sans crain-
dre qu’aujourd’hui personne vienne me reprocher d’éire
trop hardi.

» Sturm a été le collaborateur de M. Colladon dans
des expériences sur la compressibilité des liquides.que
I’Académie a honorées d’un de ses grands prix.

(*) M. Liouville s’exprimait ainsi dans un Mémoire lu a ’Académie des
Sciences le 14 décembre 1836, et cependant Sturm était son concurrent
pour la place vacante par le décés d’Ampére. Un pareil fait, assez rare
dans D'histoire des luttes académiques, porte avec lui son éloge.
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» Nous lui devons un travail curieux sur la vision, un
Mémoire sur I'Optique, d'intéressantes recherches sur la
Mécanique, et en particulier un théoréme remarquable
sur la variation que la force vive éprouve lors d’'un chan-
gement brusque dans les liaisons d'un systéme en mou-
vement. Quelques articles sur des points de détail ornent
nos recueils scientifiques.

» Mais, bien qu'il y ait de quoi suffire 3 plus d’une ré-
putation dans cet ensemble de découvertes solidement
fondées et que le temps respectera, les amis de notre
confrére savent que Sturrm est loin d’étre 13 tout entier,
méme comme géométre. Puissent les manuscrits si pré-
cieux que quelques-uns de nous ont entrevus se retrouver
intacts entre les mains de sa famille! En les publiant, elle
ne déparera pas les chefs-d’ceuvre que nous avons tant
admirés.

» L’originalité dans les idées, et, je le répéte, la soli-
dité dans I'exécution, assurent 4 Sturm une place a part.
Il a eu de plus le bonheur de rencontrer une de ces
vérités destinées A traverser les siécles sans chaﬁger de
forme, et en gardant le nom de l'inventeur, comme le
cylindre et la sphére d’Archiméde. ’

» Etla mort est venue nous I’enlever dans la fleur.de
I'age! Il est allé rejoindre Abel et Gallois, Gopel, Eisen-
stein, Jacobi.

» Ah! cher ami, ce n’est pas toi qu’il faut plaindre.
Echappée aux angoisses de cette vic terrestre, ton ame
immortelle et pure habite en paix dans le sein de Dieu,
ct ton nom vivra autant que la science.

» Adieu, Sturm, adieu. »
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LISTE BIBLIOGRAPHIQUE DES TRAVAUX DE STURM.

ANNALES DE MATHEMATIQUES DE GERGONNE.

1. Tome XIN (1822-23), page 289. — Extension du probléme
des courbes de poursuite.
Solution d’une question proposée par le rédacteur.

2. Tbid., p. 314. — Déterminer en fonction des cbtés d’un qua-
drilutére inscrit au cercle : 1° Pangle de deux cOtés opposés ;
2° langle des diagonales.

3. Tome XIV (1823-24), p. 13. — Etant donnés trois points et
un plan, trouver dans ce plan un point tel, que la somme de ses
distances auzx trois points donnés soit un minimum.

Sturm, sans résoudre le probléeme par des formules explicites,’
démontre, & l'aide de considérations empruntées & la Mécanique,
plusieurs propriétés du point cherché. 1l généralise ensuite le pro-
bléme.

4. Ibid., p. 17. — Démonstration analytique de deux théorémes
sur la lemniscate.

Démonstration de deux théorémes énoncés par M. Talbot, con-
cernant I'excés fini de I'asymptote d’une hyperbole éqmlatére surle
quart de cette courbe.

8. Ibid., p. 108. — Recherches analytiqnes sur une classe de
problémes de Geometrw dépendant de la théorie des maxima et
des minima.

Maximum et minimum d’une fonction des distances d’'un point
variable a d’autres points dont les uns sont fixes, les autres- assu-
jettis & se trouver sur des courbes ou sur des surfaces données.

6. Ibid., p. a25. — Démonstration de deux théorémes sur les
transversales.

7. Ibid., p, 286. — Lieu des points desquels abaissant des per-
pendiculaires sur les c6tés d’un triangle et joignant les pieds de
ces perpendiculaires, on obtienne un triangle d’aire constante. .

8. Ibid., p. 303. — Recherches de la surface courbe de chacun
des points de laquelle menant des droites a trois points fixes, ces
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droites déterminent sur un plun fire les sommets d’un triangle
dont Uaire est constante.

9. Ibid., p. 381. — Courbure d’un fil flexible et inextensible
dont les extrémités sont fixes et dont tous les points sont attirés et
repoussés par un centre fire, suivant une fonction déterminée de
la distance.

10. Ibid., p. 3g0. — La distance entre les centres des cercles
inscrits et circonscrits & un triangle est moyenne proportionnelle
entre le rayon du circonscrit et excés de ce rayon sur le diamétre

de linscrit.

11. Tome XV (1824-25), p. 100. — Démonstration de quatre
théorémes sur Phyperbole.

12. 1bid., p. 205. — Recherches sur les caustiques.

Cas ou la ligne réfléchissante ou séparatrice de deux milieux est
une circonférence. Propriétés des ovales de Descartes.

Ce Mémoire est le seul morceau de Géométrie que nous ait laissé
Sturm et montre ce qu’il aurait pu faire dans ce genre s'il I'avait
cultivé.

43. Ibid., p. 250. — Théorémes sur les polygones régulicrs.
Démonstration et généralisation d’un théoréme de Lhuilier.

14. Ibid., p. 309. — Recherches analytiques sur les polygones
rectilignes plans ou gauches.

18, Ibid., p. 238. — Recherches d’analyse sur les caustiques
planes.

Relations entre les longueurs des rayons incidents et réfractés
correspondants, prises, I'une et 'autre, depuis le point d’incidence
jusqu’a ceux ol ces rayons touchent leurs caustiques planes. Recti-
fication des caustiques planes.

16. Tome XVI (1825-26), p. 265. — Mémoire sur les lignes du
second ordre. (Premigre partie.)

Propriété des coniques qui ont quatre points communs. Pdles et
polaires. Théorémes de Pascal et de Brianchon.

17. Tome XVII (1826-27), p. 173. — Mémoire sur les lignes du
second ordre. (Deuxiéme partie.)

On y trouve les deux théorémes suivants, qui sont une généralisa-
tion de celui de Desargues :

Quand deux coniques sont circonscrites & un quadrilatére, si l'on
tire une transversale quelconque qui rencontre cette courbe en
quatre points et deux c6tés opposés du quadrilatére en deux autres
points, ces six points sont en involution.
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Quand trois coniques sont circonscrites @ un méme quadrilatére,
une transversale quelconque les rencontre en six points qui sont en
involution, '

BULLETIN DES SCIENCES DE FERUSSAC.

Sturm a rédigé, en 1829 et 1830, la partie mathématique de ce
Bulletin,

18. Tome XI (1829), p. 419. — Analyse d’un Mémoire sur la
résolution des équations numériques. (Lu & I'Académie des Sciences
le 13 mai 1829.)

Ce Mémoire contient le célébre théoréme de Sturm. La démons-
tration en a paru pour la premiére fois dans I' 4/gébre de MM. Cho-
quet et Mayer (1™ édition, 1832). Sturm a donné dans le méme
ouvrage une démonstration, plus simple que celle de Cauchy, du
théoréme que toute équation algébrique a une racine.

Voici comment Sturm parle de ses obligations envers Fourier :
« L'ouvrage qui doit renfermer I'ensemble de ses travaux sur ’ana-
lyse algébrique n’a pas encore été publié. Une partie du manu-
scrit qui contient ces précieuses recherches a été communiquée &
quelques personnes. M. Fourier a bien voulu m’en accorder la
lecture, et jai pu I'étudier a loisir. Je déclare donc que j’ai eu pleine
connaissance de ceux des travaux inédits de M. Fourier qui se rap-
portent & la résolution des équations, et je saisis cette occasion de
lui témoigner la reconnaissance dont ses bontés m’ont pénétré.
C’est en m’appuyant sur les principes qu’il a posés et en imitant
ses démonstrations que j’ai trouvé les nouveaux théorémes que je
vais énoncer. »

19. 1bid., p. 422. — Extrait d’un Mémoire présenté & I dca-
démie des Sciences (1° juin 1829).

Extension du théordme de Fourier et de celui de Descartes aux
équations de la forme

Az%4Bzf ... =0,

dans lesquelles «, 83, 7,... sont des nombres réels quelconques.

A la fin de cet extrait, Sturm énonce quelques théorémes relatifs
au mouvement de la chaleur dans une sphére ou dans une barre.
Ils devaient faire partie d’un Mémoire qui parait navoir jamais été
rédigé. ‘M. Liouville les a démontrés trés-simplement dans son
Cours du Collége de France (2° semestre 1856). Ce Cours, consa-
cré 4 l'analyse des travaux de Sturm, nous a été tres-utile pour la
composition de cette Notice.
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20. Ibid., p. 273. — Note présentée & I Académie (8 juin 1829).

Réalité des racines de certaines équations transcendantes. Sur les
coefficients des séries qui représenfent une fonction arbitraire entre
des limites données.

Cetle Note a été refondue dans d'autres travaux de I’Auteur.

21. Tome XII (1829), p. 314. — Extrait d’un Mémoire sur lin-
tégration d’un systéme d’équations différentielles linéaires (Pré-
sentd & I’Académie des Sciences le 27 juillet 1829.)

Etude des racines des équations qui se présentent dans I'intégra-
tion d'un systéme d'équations linéaires. Nombre de ces racines com-
prises entre deux limites données.

Cet extrait, fort étendu, peut tenir lieu du Mémoire lui-méme,
Dans une note, I'Auteur avertit que les conclusions d'un Mémoire
précédent (voir plus haut, n° 19) s’étendent & un grand nombre
d’équations transcendantes.

JOURNAL DE M. LIOUVILLE.

22. Tome I (1836), p. 106. — Mémaire sur les équations diffe-
rentielles linéaires du second ordre. (Lu & I'Académie des Sciences
le 30 septembre 1833.)

Trés-beau Mémoire, dans lequel les propriétés des fonctions qui
satisfont & une équation différentielle sont étudiées sur cette équa-
tion méme.

Une analyse de ce Mémoire a paru dans le journal I’Institut du
9 novembre 1833. Le méme journal, dans le numéro du 3o novem-
bre, contient une Note de Sturm, qui compléte sa théorie.

23. Tbid., p. 278. — Démonstration d’un théoréme de Cauchy.
(En commun avec M. Liouville.)

Théoréme sur le nombre de points-racines renfermés dans un
contour donné.

24. Ibid., p. 290. — Autre démonstration du méme théoréme.

28. Ibid., p. 373. — Sur une classe d’équations a différentielles
partielles. '
Equations de la forme

du
dv d(‘ (Tr)

dt — dx — lu.

Complément du Mémoire n° 22.
(Poir aussi Comptes rendus, t. 1V, p. 35.)

26. Tome II, p. 220. — Extrait d’un Mémoire sur le développe-
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ment des fonctions en sérics, etc. — En commun avec M. Liou-
ville )

(P oir aussi Comptes rendus, t. 1V, p. 675.)

27. Tome I, p. 357. — Mcmoire sur Poptique.
Surfaces caustiques formées par des rayons lumineux émanés d’un
point et qui éprouvent une suite de réfractions ou de réflexions.

28. Tome VI, p. 315. — Note a l’occasion d’un article de M. De-
launay sur la surface de révolution dont la courbure moyenne est
constante.

29. Tome VI, p. 132. — Note a l’occasion d’un article de
M. Gascheau sur Papplication du théoréme de Sturm aux transfor-
mées des équations binémes.

30. Ibid., p 345. — Note sur un théoréme de M. Chasles.

Démonstration nouvelle de ce théoréme : Un canal infiniment petit,
dont les arétes curvilignes sont des trajectoires orthogonales aux
surfaces de niveau relatives a un corps quelconque, intercepte sur -
les surfaces de niveau des éléments pour lesquels I'attraction exer-
cée par le corps a la méme valeur.

34. 1bid., p. 356. — Démonstration d’un théoréme d’ Algébre de
M. Sylvester.

Ce beau théoréme compléte celui de Sturm en faisant connaitre
" la maniére dont les différents restes se composent avec les facteurs
simples de I'équation proposée.

COMPTES RENDUS DE L'ACADEMIE DES SCIENCES.

32. Tome IV, p. 720. — Note sur un théoréme de Cauchy relatif
aux racines des équations simultanées. (En commun avec M. Liou-
ville.)

33. Tome V, p. 867, — Rapport sur un Mémoire de M. Bravais
concernant les lignes formées dans un plan par des points dont les
coordonnées sont des nombres entiers.

34. Tome VII, p. 1143. — Rapport sur deux Mémoires de
M. Blanchet relatifs & la propagation et & la polarisation du mou-
vement duns un milieu élastique.

35. Tome VIII, p. 788. — Note relative & des remarques critiques
sur les travaux de M. Liouville contenues dans un Mémoire de
M. Libri.

36. Tome XIII, p. 1046. — Memoire sur quelques propositions
de Mécanique rationnelle.




XXvin NOTICE.

« Si les liaisons d’un systéme de points matériels en mouvement
sont changées dans un intervalle de temps trés-court, la somme des
forces vives acquises avant cet intervalle surpassera celle qui aura
lien immédiatement aprés d’'une quantité égale 4 la somme des
ferces vives correspondantes aux vilesses perdues dans le passage
du premier élat du systéme au second. » (Poir le N. B. ci-contre.)

37. Tome XX, p. 254, 761 et 1228, — Mémoire sur la théorie de
la vision. )

L’auteur explique comment la vision peut étre distincte & diverses
distances. Les rayons émanés d’un point, aprés avoir traversé les
milieux inégalement réfringents qui constituent I'eeil, forment une
surface caustique. Pour que la vision soit distincte, il suffit qu'une
partie de cette caustique, qui se réduit presque & une ligne mathé-
matique et dans laquelle les rayons sont plus condensés que partout
ailleurs, vienne rencontrer la rétine.

38. Tome XXVI, p. 658. — Note sur Pintégration des équations
générales de la Dynamique.
Théorémes d’Hamilton et de Jacobi.

39. Tome XXVII[, p. 66. — Rapport sur un Memoire de
M. L. Wantzel ayant pour titre : Théorie des diamétres rectilignes
des courbes quelconques.

MEMOIRES DES SAVANTS ETRANGERS,

40. Tome V (1834), p. 267. — Mémoire sur la compression des
liquides. (En commun avec M. Colladon.)

Ce Mémoire a remporté le grand prix de Mathématiques en 1827,
Il a aussi été publié dans les dnrales de Chimie et de Physique,
t. XXII, p. 113,

41. Tome VI (1835), p. 271. — Mémoire sur la résolution des
équations numériques. (Poir plus haut n° 18.)
NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES.

42. Tome X (1851), p. 419. — Sur le mouvement d’ur corps so-
lide autour d’un point fize.

MANUSCRITS.

43. Un Mémoire trés-étendu sur la communication de la chaleur
dans une suite de vases.,

44. Un Mémoire sur les lignes du second ordre, dont les dix pre-




NOTICE. XXIX

miers paragraphes seulement ont-paru dans les Arrales de Ger-
gonne. (Poir plus haut, n* 16 et 17.)

Ces deux Mémoires sont en état d’étre imprimés, et M. Liouville
a bien voulu se charger de leur publication.

Les autres papiers de Sturm contiennent des calculs relatifs & des
Mémoires déja publiés, a des extraits de ses lectures, et enfin & des
recherches particuliéres sur les équations. La plupart de ces calculs
n’étant accompagnés d’aucun discours, il est trés-difficile de suivre
la pensée de I’Auteur. On donnera des extraits de ce qu’une patiente
investigation y fera découvrir d’intéressant.

COURS DE L'fiCOLE POLYTECHNIQUE.

&8, Cours d’ Analyse de I’Ecole Polytechnique, 1™ édit. (1857-59),
a vol. in-8.

46. Cours de Mécanique de I’Ecole Polytechnique. Paris, 1861,
2 vol. in-8.

(Extrait du Bulletin de Bibliographie, d’Histoire et de Biographie
mathématiques, mai et juin 1856.)

N. B. — Clest par erreur que 'Auteur de cette Notice a attribué
a M. Sturm la découverte du théoréme sur la perte de force vive résul-
tant de liaisons subitement établies. Ce théoréme avait été démontré,
plusieurs années avant la publication de M. Sturm, dans un Mémoire
de M. Duhamel, présenté a I’Académie des Sciences en 1832, et imprim¢é
dans le XXIVe cahier du Journal de I’Ecole Polytechnigue, en 1835.

Le Mémoire de M. Sturm a été présenté 4 I'Académie seulement en
1841 (Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, tome XIlI, n° du
R décembre 1841).
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CALCUL DIFFERENTIEL.
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PREMIERE LECON.

NOTIONS PRELIMINAIRES.

Notions sur les fonctions d'une ou de plusieurs variables. — Méthode des
limites. — Méthode infinitésimale. — Différents ordres d'infiniment
petits. '

NOTIONS SUR LES FONCTIONS D'UNE OU DE PLUSIEURS
VARIABLES.

1. Avant d’exposer le but et les principes du calcul
différentiel, il est nécessaire d’établir quelques notions
préliminaires.

On appelle variable une quantité qui prend successi-
vement différentes valeurs, et constante celle qui con-
serve une valeur fixe dans le cours d'un méme calcul. La
nature de la question dont on s’occupe indique quelles
sont les quantités variables et les constantes.

2. Quand les valeurs successives d’'une quantité va-
riable dépendent, suivant une certaine loi, de celles que
prend une autre variable, la premiére est dite une fonc-
tion de la seconde. On peut affirmer que deux quantités
qui varient ensemble sont fonctions 1'une de I'autre, lors-
qu’on sait qu’a chaque valeur de I'une d’elles correspond
une valeur déterminée de I'autre, quand méme la rela-

Stuam. — A4n., I. 1
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tion gni existe entre elles ne serait pas connue ni méme
susceptible d’étre exprimée analytiquement.

3. On nomme variable indépendante celle a laquelle
on donne des valeurs arbitraires, et faonction la variable
qui prend des valeurs correspondantes. Ainsi I'aire d’un
cercle, d’une sphére, est fonction de son rayon; le temps
de I'oscillation d’un pendule est fonction de sa longueur.

Une quantité peut étre fonetion de plusieurs variables
indépendantes; par exemple, le volume d’'un cylindre
droit a base circulaire est fonction de sa hauteur et du
rayon de sa base.

Les quantités variables sont ordinairement représentées
par les derniéres lettres de I'alphabet x, y, z, etc.; les
constantes le sont par les premiéres a, b, c, etc.

Quand on veut indiquer différentes fonctions d’une
variable x, sans en spécifier la nature, on emploie les
symboles f (x), ¢.(x), F (x),.... Si 'on donne & x une
valeur particuliére a, le résultat de la substitution de @ i
la place de x dans f () est indiqué par f(a).

On représente les fonctions de plusieurs variables par
les notations f(x, y, z), ¢ (x, ¥, 2), F(x, 5, 2),.--.
On indique par f(a, b, ¢), ¢ (a, b, c), F(a, b, c),... les
résultats que I'on obtient lorsqu’on met a, &, ¢ & la place
de x, y, zdans ces fonctions.

4. Une fonction d’une seule variable peut étre repré-
sentée géométriquement.

11 suffit pour cela de considérer la variable indépen-
dante x comme une abscisse et la fonction y comme I'or-
donnée correspondante de la courbe plane définie par
I’équation

y=/f(=).
Ordinairement cette courbe est continue, c'est-a-dire
que, pour des valeurs de x qui varient par degrés insen-
sibles, I'ordonnée varie aussi par degrés insensibles;
ry est alors une fonction continue de x. .
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On peut de méme représenter par une surface une
fonction de deux variables indépendantes ; mais une fonc-
tion de trois, de quatre, ou d'un plus grand nombre de
variables indépendantes, n’est pas susceptlble d’une re-
présentation géométrigne.

5. On dit qu’une fonction est explicite quand elle est
exprimée immédiatement au moyen de la variable ou des
variables dont elle dépend, de sorte qu’on peut obtenir sa
valeur en effectuant sur ces variables certaines opérations
indiquées avec précision. Ainsi

y=z+yai—a, y=a,

sont des fonctions explicites de x.

On nomme fonctions implicites celles qui sont liées
aux variables dont elles dépendent par des équations non
résolues, ou par des conditions quelconques qui ne sont
pas exprimées analytiquement; telle est y dans’équation

y*—2xy +2x’—a*=o.

La fonction deviendra explicite si 'on tire sa valeur de
I’équation, et 'on aura

y=zxdzVa*— 2?
—=xd= .

METHODE DES LIMITES,

®

6. Quand les valeurs successives d'une quantité va-
riable approchent indéfiniment d’une quantité fixe et dé-
terminée, de maniére a n’en différer qu’aussi peu qu'on
voudra, cette quantité fixe est appelée la limite des va-
leurs de la variable. Citons quelques exemples.

La surface d’'un cercle est la limite vers laquelle ten-
dent les aires d’une suite de polygones réguliers inscrits,
quand le nombre de leurs cotés devient de plus en plus
grand. En effet, on démontre en Géométrie que l'aire
d’un polygone régulier inscrit dans un cercle peut différer

1.
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de I'aire de ce cercle d’une quantité aussi petite que I'on
voudra, pourvu que le nombre des cdtés soit suffisam-
ment grand. Il faut bien remarquer qu’il n’est pas néces-
saire pour cela de démontrer que I'aire du polygone
régulier inscrit va constamment en augmentant avec le
nombre de ses cotés.

De mér_né, si I'on considére un arc et son sinus, le rap-

S1

x . R s el e
ort s toujours moindre que 'unité, peut en différer
P ] q » P

n
x
d’aussi peu qu’on le voudra, pourvu que 'on donne a
I'arc des valeurs suffisamment petites. Donc la limite de
sinx o s TRRE VT
—— est 'unité, quand x décroit indéfiniment. .
x

On remarquera bien encore qu’il n’est pas nécessaire

de démontrer, et méme on ne le démontre pas ordinaire-

sinax .
ment, que le rapport —— Vaen augmentant continuelle-

ment quand x, plus petit qu'un quadrant, diminue indé-
finiment.

. . . N o )
7. Les fonctions qui se présentent sous la forme 52 pour

une certaine valeur de la variable, ont souvent des limites.
sinz
x

Nous en avons un exemple dans le rapport

» qui de-
. .0 . SR TS R
vient ~ pour = o0, et quia pour limite 1'unité. De méme
I'expression
23— g8

J’:‘Qa—————z,_a’

o o e
prend, pour x =a, la forme . Toutefois, si I'on donne

4 x des valeurs différentes de a, mais qui s’en approchent
successivement, les valeurs de y sont déterminées et égales
d’ailléurs aux valeurs de 'expression

x? + ar + a?
Zz +a

2a —
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Or, 4 mesure que x s’approche de plus en plus de a, cette
derniére expression différe de moins en moins de

a a
2¢ —— OU —-
2 2

o . a
La limite des valeurs de y est donc P

8. Une quantité variable peut s’approcher indéfini-
ment d’une limite en restant toujours plus petite ou tou-
jours plus grande que cette limite; mais il peut se faire
" qu'une quantité variable devienne alternativement plus
grande et plus petite que la limite vers laquelle elle tend,
en oscillant, pour ainsi dire, de part et d’autre.

Ainsi le rapport s'? tend vers zéro quand x croit in-
définiment. En méme temps, toutes les fois ciue x devient
égal & un multiple de la demi-circonférence, fl—? de-
vient o, et change de signe.

9. §i deux quantités qui varient simultanément res-
tent constamment égales entre elles, dans tous les états
de grandeur par lesquels elles passent, et si I’on sait.que
Uune d’elles tend vers une limite, il est évident que
Uautre tend aussi vers la méme limite ou vers une limite
égale a celle-la. Clest 1a le principe de la méthode des
Uimites dont on fait unsi grand usage dans toutes les par-
ties des mathématiques.

Ainsi, veut-on prouver que le cercle a pour mesure le
produit de sa circonférence par la moitié de son rayon;
en désignant respectivement par a, p, r l'aire, le péri-
métre et 'apothéme d’un polygone régulier inscrit dans
le cercle, on a

1
a:px-z-r;

1 . -
oraetp > — rsont des quantités qui varient avec le nom-

bre des cdtés, mais qui restent toujours égales entre elles;
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leurs limites sont donc égales. Si A, C, R désignent res-
pectivement I'aire, la circonférence et le rayon du cercle,
A estlalimite de a, C celle de p et R cellede r: donc

A=C>1R.
2

METHODE INFINITESIMALE.

10. Lorsqu’une quantité variable prend des valeurs de
plus en plus petites, de maniére qu’elle puisse devenir
moindre que toute quantité donnée, on dit qu’elle de-
vient infiniment petite. Ainsi la différence entre I'aire
d’un cercle et celle d'un polygone inscrit peut étre rendue
infiniment petite en augmentant le nombre des cotés. La

. z <. a. .
fraction —————— devient infiniment petite quand x
z*— 2z + 3

prend des valeurs de plus en plus grandes.

Une quantité infiniment petite ou un infiniment petit
n’est donc pas une quantité déterminée, qui ait une valeur
actuelle assignable : c’est au contraire une quanme es-
sentiellement variable qui a pour limite zéro.

11. Quand une variable prend dés valeurs de plus en
plus grandes, de maniére qu’elle puisse surpasser toute
grandeur donnée, on dit qu’elle devient infinie ou infini-
ment grande, et on la représente alors par le signe

K . s .
ou - Ainsi la fonction

a?

'r:a+x—a

devient infinie pour x = a.

Pour des valeurs de x trés-peu différentes de a, mais
plus grandes que a, les valeurs correspondantes de y sont
positives, tandis que, pour des valeurs de x plus petites
que a, les valeurs de y sont négatives. L’infini est donc
positif ou négatif, suivant les cas.

12. Les infiniment petits sont des auxiliaires qui ser-
vent & rendre plus aisé le calcul des quantités finies, Leur
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emploi donne lieu i la résolution fréquente de ces deux
problémes : 1° deux infiniment petits dépendant U'un
de Uautre, trouver la limite de leur rapport; 2° trouver
lalimite d’une somme d’infiniment petits dont le nombre
augmente indéfiniment. ‘

La solution de ces problémes est simplifiée dans un
grand nombre de cas par les deux théorémes suivants :

13. Tatorkme I. — La limite du rapport de deux
quantités infiniment petites n’est pas changée quand on
remplace ces quantités par d’autres qui ne leur sont pas
égales, mais qui ont avec elles des rapports tendant
wvers l'unité, '

Soient « et 3 deux quantités infiniment petites; «’ et 3/

d’autres quantités telles, que les limites des rapports Z
*

B

L soient égales a 'unité. On aura identiquement

pl

d'ou l'on tire

’
Le Loa . @ .
lim- = lim —-lim —- = lim —.
. a

B f
[ ]
On aura de méme
al 3/ a’
2.2,
p. B ¥
d’on
U ’ ’ ’
¢ lim & = lim ﬁ—; lim % — lim & ;
B B p’ g’
done
. @ o’ o’
lim - = lim — = lim ;-
g g g

14. On peut encore présenter la démonstration de ce
théoréme comme il suit :

. o’ e el Yy eie e
Puisque — a pour limite I'unité, si I'on pose
«

&' =a-d,
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on aura

“'

d
el = o)
[’ «

3 , . , . .
ct — devra tendre vers zéro, ce que I’on exprime en disant
*

que d est infiniment petit par rapport a a.
On aura de méme

/ ¢’
it
par suite, ’ .
o B T g
E . ; - o'" .
‘ 1+ =
B
. ¢ -
Donc, puisque - et T ont pour limite zéro, on aura
’
lim ;L,. lim 4 =1,
-
d’ou
’
lim =; = lim 7.+
B B

Ce nouveau point de vue donne lieu a cet autre
énoncé :

La limite du rapport de deux infiniment petits ne
change pas quand on les remplace par d’autres qui en
different d’une quantité infiniment petite par rapport
a eux.

Exemeres. On aura, pour x = o,

x . sinzx .
1° = lim = lim cosz =1,
tangxr tangx
. sin2x . 2x 2
2° lim - =lim — = )
sin3z dx 3
. sinx
3° lim - = li —=®»
sin’3x g4t
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I15. Tutorkme II. — La limite d’une somme d’infini-

ment petits ne change pas quand on les remplace par

d’autres dont les rapports aux premiers ont respecti-

vement pour limite l'unité ou qui différent des premiers
de quantités infiniment petites par rapport & eux.

Soient «, a', &”,. .. des infiniment petits qui se suc--

cédent d’aprés une loi déterminée et dont le nombre aug-
mente de plus en plus. Désignons par S leur somme, et
supposons que cette somme ait une limite finie. Soient
ByPB's B"y.. .56, €'y €",. .. des infiniment petits tels, que
Yon ait
B=a-+a, B =od+d¢, B'=a"+a",...,
on aura
B+pB B +...=S+ae+ae +a”"s"+....
Or, si n est la plus grande des qpantités ¢, ¢/, ¢”,..., on
) plus §
aura, en valeur absolue,
as +a's’ + "¢ +... < Sn,
et comme 7 a pour limite zéro, il en résulte
lim (ze + &'s’ + "¢ +...) =0,
et par conséquent
 lim (B + B+ B"+...) =S5,
ce qu'il fallait démontrer.
16. L’égalité
lim(as+ &'¢' +a"s" +...) =0
doune licu a ce théoréme : 8§ une somme d’infiniment
petits, dont le nombre augmente indéfiniment, a une
limite finie, la somme des produits obtenus en les multi-
pliant respectivement par d’autres infiniment petits aura
pour liniite zéro.
Par exemple, considérons I'aire comprise entre la

courbe plane CD, I'axe des x et les deux ordonnées CA
et DB. Imaginons que I'on partage AB en parties de plus
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en plus petites, telles que PP’, suivam une loi quel-

Fig. 1. conque, mais de maniére toute-
] . . .
b ° fois que chacune de ces parties
= .
al tende vers zéro. Je dis que la

somme des rectangles tels que
MIM’K, construits avec la dif-
férence de deux ordonnées con-
sécutives et 'intervalle PP/, a pour limite zéro.

On a, en effet, '
Y pe =AB

ZMIM’K - pr'. KM;

VA PP B

et

et comme KM est une quantité infiniment petite, on aura,
en appliquant le théoréme précédent,

EMIM'K =o.

DIFFERENTS ORDRES D INFINIMENT PETITS.

17. Quand on considére desinfiniment petits qui dé-
pendent les uns des autres, on en prend un en particulier
qu'on nomme infiniment petit principal, et auquel on
rapporte les autres comme & un terme de comparaison.
On appelle alors infiniment petits du premier ordre tous
ceux dont les rapports a I'infiniment petit principal ont
des limites finies; infiniment petits du second ordre ceux
dont les rapports aux infiniment petits du premier ordre
sont des infiniment petits du premier ordre, et ainsi de
suite.

D’aprés cela, si « est un infiniment petit du premier
ordre, tout autre infiniment petit de cet ordre sera de la
forme « (p -+ f3), p étant fini et B infiniment petit. En
général a" (p +- ) représentera un infiniment petit de
P'ordre de n.

Exemeres. Si l'arc & est du premier ordre, sinx sera
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du premier ordre, puisque %f a pour limite 1; 1— cosx
sera du second ordre, puisque 1— cosx = 2sin’}x.

Les théorémes I et IT (n°* 13 et 15) peuvent s’énoncer
ainsi :

Quand on cherche la limite du rapport de deux
quantités composées d'infiniment petits de divers ordres,
on peut ne conserver, dans chacune de ces quantités,
que les infiniment petits de I’ordre le moins élevé.

Quand on cherche la limite de la somme de plusieurs
quantités infiniment petites, on peut ne conserver que
les infiniment petits de l'ordre le moins élevé (*).

Comme application du premier théoréme, on a

sinx + 3 sin*x . sinx
l ——:lm — .

Z + 2x8

Dans cet exemple, on néglige au numérateur 3 sin’x,
infiniment petit du second ordre, et au dénominateur
I'infiniment petit du troisiéme ordre 2 z°.

EXERCICES.

4. Deux points étant placés sur une courbe & une distance infini-
ment petite du premier ordre I'un de I'autre, la distance du premier
de ces points 4 la tangente menée & la courbe par I'autre point est
infiniment petite du second ordre.

2. Deux courbes ayant une tangente commune, la différence de
leurs ordonnées, situées & une distance infiniment petite du premier
ordre du point de contact, est du second ordre au moins.

3. Théorémes analogues pour les surfaces.

(*) « Le grand avantage qiie I'on retire de ces théorémes consiste en
ce qu'ils permettent souvent de négliger, dans les quantités infiniment
petites, la partie qui en rend la comparaison et le calcul difficiles. Il suf-
fit toujours que cette partie soit infiniment petite par rapport ala quan-
{ité elle-méme, et il n'en résulte aucune erreur dans les résultats ol
l'on n’a en vue que les limites des rapports ou des sommes de ces quan-
tités infiniment petites. » Dunauzr, Eléments de Calcul infinitésimal,



12 COURS D ANALYSE.

DEUXIEME  LECON.
THEOREMES SUR LES DERIVEES ET LES DIFFERENTIELLES.

Origine et but du calcul différentiel. — Fonction dérivée. — Pi'opriétés
des fonctions dérivées. — Différentielle. — Dérivées des fonctions de
fonction.

ORIGINE DU CALCUL DIFFERENTIEL.

18. On a été conduit a la découverte du calcul diffé-
rentiel en cherchant une méthode générale pour mener
des tangentes aux courbes planes représentées par des
équations. _

Concevons deux variables x et y lies entre elles par
une relation quelconque, de maniére que 'une soit fonc-
tion de l'autre, y = f(x). Considérons ces variables
comme les coordonnées d’'un point rapporté a des axes
rectangulaires tracés dans un plan, et construisons la
courbe AMB dont I’équation est y = f(x). Supposons
Fig. 2. cette courbe réelle et
¥ B continue’ dans une cer-
% taine élendue, et propo-
y sons-nous de mener la
- tangente au point M dont
les coordonnées sont x
et y. On définit ordi-
nairement la tangente
comme la limite vers laquelle tend une sécante, lorsque,,
cette sécante tournant autour d’'un de ses points d’in-
tersection, un second point d’intersection s’approche in-
définiment du premier. Soit donc M’ un second point -
de la courbe ayant pour coordonnées x + k, y + k; con-
sidérons la sécante M'MS, et la tangente MT qui en est

o T s 4 r z
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la limite. On a, dans le triangle M’MN,
M'N k
tangM'MN —= —— — —.
8 MN %
Donc _
tangIMR = lim tangM’MN — lim é,
quand % diminue indéfiniment juéqu’i\ zéro.
Donc, si I'on cherche la limite du rapport des accrois-
sements simultanés k et & des variables y et x, accroisse-
ments liés entre cux par I’équation

y+k=f(x+k),

quand /% diminue indéfiniment, cette limite sera la tan-
gente trigonométrique de I'angle que fait avec ’axe des x
la droite qui touche la courbe au point M.

BUT DU CALCUL DIFFERENTIEL. — FONCTION DERIVEE.

19. Le calcul différentiel a pour but de déterminer,
pour chaque fonction, la limite du rapport de l’accrois-
sement de la fonction a celui de la variable, quand celui-
ct diminue jusqu'a zéro. Cette limite, qui dépend de la
valeur attribuée A la variable x, mais nullement de son
accroissement %, est appelée la fonction dérivée de la
fonction proposée. On la représente par y' ou par f' ().

Nous allons chercher la dérivée de quelques fonctions
simples.

1° y=a"

m étant entier et positif. Si nous éhangeons renx +h,
y devient y +k, et I'on a y + k= (x+h)", d’ou
k= (x+h)"—x"', cu

k == ma"—'h + m_(r_n;x) ™=k 4, .+ A%,

d’ou .
Ifzm.t"" + m_(ﬂ:—l).z"‘"ll .= A,
h
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k . Y
Le rapport 5 se compose de deux parties, l'une indé-

pendante de A, et I'autre dans laquelle le facteur % est
commun a tous les termes; si/ décroit indéfiniment jus-
qu’a zéro, cette seconde partie pourra devenir aussi petite
que I'on voudra; donc :

! iim"— 71
Z_m o

Ainsi, dans ce cas,
' = ma™,

On peut encore obtenir cette dérivée sans faire usage
de la formule du binéme. Posons

x+h=X;
on a alors
k=X"—a2™;

et si I'on remarque que & = X — x, on en déduit

k_Xm— o

— — m-—1 m——3 -',.._ ] -2 =1
P X —= Xt Xm0 -l X2 e 2,

Quand % diminue jusqu’a zéro, X s’approche indéfini-
ment de x, et, comme le dernier membre a m termes qui
deviennent égaux a x"~!, quand on passe la limite, on

a bien encore lim I—l; = mx"1.,

2° Soit une fonction entiére

y =az™—+ bx" +caP 4. ...

Changeons xen x + h, y devienty +k, etI'on a

y+kbk=alz+hr+b(z+h)r-clz+h)P+. ..,
d’ou

=al(x+h)"— 2]+ b[(z 4 k) — 2*]
- +e[(x+hp—2f]+...,
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et, par suite, '

m{m—1)

l':a[mx"'—'/z+ .1:"'—’11’—!-...]

= b [nx"-'b + ni{rn—1) 2R ]
| 1.2

Divisant par % et faisant ensuite s = o, on a

Iim%:f:ma.z"’-‘-i—nb.z"—‘ “+ pexP— 4. ...
e

On pourrait aussi obtenir cette dérivée comme la pré-
cédente, sans recourir i la formule du binéme.

3¢ 7:;:1"",

m étant entier et positif. On a

_y—a—k:————[—,
(z -+l

et -
1 1 xm— (z + kY™

r=GTpr 7= e ap

’

d’ou, en développant et divisant par 7,

g ) g

1.2
x™ (x <4 h)™

A
%

et enfin. passant a la limite, on a

.k ma™m—t m
ime = — — — .
h xm Zm 9
donc
. m
Yy == = — mx—™"'

o+t

d’ott P'on voit que la régle pour obtenir la dérivée de ™,
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quand m est entier, est toujours la méme, quel que soit
le signe de m.

I y=va* —a;

on a

k= \/(.z-+/t)’— a* — \Jx* —a?,

et, par conséquent,

A Ve +h2—a* — \/.z’——n’.
h h ’

. . . o
ory si I'on fait & = o, cette expression prend la forme b

Pour faire disparaitre I'indétermination, on emploie
un procédé bien connu : on multiplie les deux termes de
la fraction par la somme des radicaux dont le numéra-
teur est la différence, et ’'on a

[\/(-l‘+ hyp—a'—a?*— a' [\/(.r + hf— a2 — a?]
/' lt[\/(x—i—h —a'+\/x’—a']
' (x + h)?— x?
/z [\/(x + h)’— a®+ \/.t’— a’]

ou
k__ 2z + h .
RV ey B~
enfin
.k 2z x
P 2\/:’—a’=\/x’—a”
donc )

Y= V x'— a?

Nous avons trouvé d’'une maniére assez prompte et assez
facile les dérivées des fonctions précédentes ; mais les pro-
cédés que nous venons d’ employer seraient insuffisants
pour des fonctions d'une forme moins simple. Le calcul
différentiel va nous donner des méthodes plus générales.
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DIFFERENTIELLE.
20. Soit
y=s(z);
donnons & x un accroissement quelconque /, positif ou
négatif. Soit k I'accroissement correspondant de y; on a

y+hk=flz+4h):

. : . k . .
puisque la limite de 7 esty’,on doit avoir, quand & n'cst

pas nul,
: ko,
e — &

I’ . ?
o étaut une quantité, fonction de x et de %, qui doit ten-

die vers zéro en méme temps que k. De 12 vésulte
k=y"h+ah.

Ainsi 'accroissement & de la fonction se compose de
deux parlies distinctes; la premiére y'/ est le produit de
P'accroissement de la variable indépendante x par la dé-
rivée de la fonction. On 'appelle la différentielle de la
variable y, et on la désigne par dy, de sorte que

dy=y'h ou f'(z)h.

La seconde partie est le produit de 2 par une quantité «
qui s’annule avec % : on ne s’en occupe pas.

La différenticlle de la variable indépendante n’est autre
chose que l'accroissement 4. En effet, considérons la
fonction

y=ux;
ona
y+k=z+h
ar suite
P ’ k—h,

et ¢nfin
k

2

STURM. — dn.. I,
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Ainsi, pour cette fonction de x qui est la plus simple de
toutes, la dérivée est 15 par suite, ladifférenticlle

dy ou dr=—1X h==h

Par conséquent, la formule

dy =y’ k
peut s’écrire
dy =y’ dx;
d’ott 'on déduit
4
= dz’

Ainsi la dérivée d’une fonction d’une variable est le
quoticnt de la différentielle de la fonction par la diffé-
rentielle de la variable. Cest pourquoi on appelle aussi
la dérivée rapport différentiel ou quotient différentiel.

On dit encore que le quotient différentiel est la der-
niére raison (ou le dernier, rapport) des accroissements
simultanés des variables. Mais les accroissements, élant
nuls a la limite, n’ont pas a proprement parler de rap-
port, ct ce que 'on appelle ainsi n’est que la limite dont
le rapport de ces quantités approche indéfiniment.

21. La différentielle est susceptible d’une représenta-
tion géométrique. En effet, soit AMB la courbe repré-

Fig. 3. sentée par I'équation
y B
r=/r(z).
/ On a
-
A7 ok
- /‘ tangIMN = lim - = »/.
A~ N R A
Or
ofr s F P ‘ IN = MN tangIMN.

Donc
IN=Fhy =dy:

ainsi IN représente la différentielle de y, si d’aillcurs

MN = A =d-xr.
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On voit par 13 que dx et dy sont les accroissements cor-
respondants de x et de y, quand on passe du point de
_contact M situé sur la courbe & un point quelcongue Ide
la tangente, tandis que k ou M'N est Vaccroissement de
I'ordonnée de la courbe correspondant au méme accrois-
sement i = dx de I'abscisse.

22. Toutefois, quoique IN et M'N soient en général
_ différents, leur rapport tend vers I'unité; en effet,

(Ie-,i—_— !+ a, on tire
B T

.b::(y’-{»a)/r\;

d’ailleurs,
dy =y'h,
donc
k
= = ]l _f- ¢ =1+ i,v
dy Y 4
- et,si y' n’cst pas zéro,
. lim ;{; =1

ainsi le rapport de U'accroissement de la fonction a la
différenticlle de cette fonction tend wers Uunité, pourvu
que la dérivée ne soit pas nulle.

C’est pourquoi la différenticlle est appelée I'accroisse-
ment infiniment petit de la fonction ; mais eette déno-
mination n’est pas rigoureuse, puisque « n'élant pas nul
(si ce n’est pour y = ax + b), k n’est pas précisément
égala dy (*).

PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS DERIVEES.

23. La relation (n°22)
k= (y" +a)h

conduit a plusieurs conséquences remarguables.

(*) On peut dire que la différence entre la différentielle d’une fonc-
tion et 'accroissement de cette fonction est un infiniment petit du second
ordre au moins, accroissement de la variable étant du premier ordre,

2.
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Attribuons & x une valeur déterminée, y' aura aussi
une valeur déterminée: si I'on donne ensuite &  un
accroissement suffisamment petit, le signe de y'+ «
sera le méme que celui de y/, puisque « peut devenir aussi
petit que I'on voudraj; le signe de k sera donc celui de
v'h, et comme nous supposons k positif, k aura le signe
de y'. Donc, si y’ est positive, k est positif, c’est-a-dire
que la fonction augmente, et si y’ est négative, la fonc-
tion diminue. Ainsi une fonction croit ou décroit a
partir d’une valeur déterminée de x, suivant que sa
dérivée est, pour cetie valeur, positive ou négative.

Il résulte de la que, si la dérivée d’une fonction reste
constamment positive lorsque x varie depuis la valeur a
jusqu’a la valeur b, la fonction croitra continuellement
dans le méme intervalle; ce sera le contraire si la dérivée
est négative.

Prenons pour esxemple la fonction

1
y= §x3—211+3x+1.

Construisons la courbe représentée par cette équation.

Fig. 4. Pour r—oonay—1,
M . 1
=1, y:2§s
M U
/ X =2, ry=i1 -3-’
0 l z 1'_3, ry=i,
1
M zr—=—1, _y_—_—4§..

En construisant ces différents points, on reconnait que
la courbe présente a peu prés la forme MM'M”M".

Mais si ’on veut savoir pour quelles valeurs de x I'or-
donnée va en croissant ou ¢n décroissant, on prendra la
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dérivée de y. On aura
y’:x’—~4x +3:(.‘z—l)(.t —3).

On voit alors que si 'on fait croitre x de 0 & 1, la dé-
rivée y' est positive; 'ordonnée ira donc en angmentant
depuis le point M'jusqu’au point M”. Pour le point M’,
dont I'abscisse est x =1, on a y' = o, c’est-a-dire que la
langente en ce point est paralléle a I'axe des x. Si I'on
fait croitre ensuite x depuis 1 jusqu’a 3, la dérivée y
devient négative ; I'ordonnée va donc en diminuant depuis
le point M” jusqu’au point M”; et comme y = o pour
x = 3, la tangente en ce dernier point est encore pal;al—
1¢le a I'axe des x.

Enfin, si I’on donne a x des valeurs croissantes a partir
de 3, la dérivée y' est constamment positive; 'ordonnée
de la courbe va donc toujours en augmentant a partir du
point M”. Si I'on donne & x une valeur négative quel-
conque, y' est posilive, et par conséqueunt pour des va-
leurs négatives de x et croissantes, les valeurs correspon-
dantes de 'ordonnée vont encore en augmentant. 1l faut
bien remarquer qu’une quantité négative augmente quand
sa valeur absolue diminue.

24. On déduit de la formule
k=(y +a)h

que s¢ la dérivée d’une fonction est nulle pour toutes
les valeurs de x comprises entre a et b, cette fonction a
une valeur constante dans cet intervalle.

. . Kk
Nous supposerons a < b. Puisque lim 5 =opar hy-
pothése, on aura, pour une valeur quelconque de x com-
. k
priseentre aet b, 7 < ¢ en valeur absolue, pourvu que /2

soit suffisamment petit; e étant d’ailleurs une quantité
déterminée qu’on peut prendre aussi petite que 'on vour -
dra. Ou déduitde la k< el
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Considérons actuellement deux valeurs quelconquesde
x, X, et xy, comprises entre a et b ; je dis que les valeurs
rorrespondantes y, €t y, seront égales. En effet, donnons
a x une suile de valeurs comprises entre x, et x,, crois-
sant d’ailleurs par degrés égaux ou inégaux, mais assez
petits pour que I'en ait, pour une quelconque de ces va-
leurs, k < eh, k élant pris en valeur absolue. Nous au-
rons ainsi une suite d'inégalités dela méme forme; et si
nous les ajoutons, il en résultera que la somme des ac-
croissements successifs de la fonction y pris tous positi-
vement sera plus petite que ]a somme des produits ¢k,
c’est-a-dire plus petite que le produit de la quantité ¢ par
la somme des accroissements de la variable x, savoir
x, — xy. Donc, & fortiori, la somme des accroissements
successifs de la fonction pris avec leurs signes, ou y.—y;,
est plus petite que € (2, — x,); done

ri—r<elx:—ax);

et comme ¢ peut étre rendu aussi petit que I'on voudra,
il s’ensuit que la différence y,— y, est plus petite que
toute quantité donnée, c’est-a-dire nulle : on a donc

Y2 —J)1=0, Ou Jry;=7,.

La fonction y conserve donc la méme valeur pour toutes
les valeurs de x comprises dans I'intervalle considéré :
ce qu'il fallait démontrer.

23. Le rapprochement des deux propositions précé-
dentes conduit encore  cette conclusion, que si une fonc-
tion est croissante dans un certain intervalle, sa dérivée

-ne peut devenir négative dans cet intervalle; mais elle
peut passer une ou plusieurs fois par zéro. De méme, s:
une fonction est décroissante, sa dérivée sera négative,
mais elle pourra s’annuler pour une ou plusieurs valeurs
particuliéres.

26. Si la dérivée d’une fonction était constamment




DEUXIEME LEGON. 23

infinie, x scrait une constante; car si

li k ® lim 2
m - = on a m - =0
h ’ k ’
ct par les mémes raisonnements (24), on déduirait de la
que deux valeurs quelconques de x sount égales (¥).

27. Nous avons désigné jusqu’ici les accroissements
simultanés des variables x et y par les lettres / et k5 mais
comme on aura bientdt a considérer un plus grand
nombre de variables, il devient nécessaire d’employer
unc notation qui rappelle toujours a quelle variable se
rapporte chaque accroissement. On se sert a cet effet de {a
caractéristique A. Ainsi, quand on considére plusieurs
variables x, y, z, u liées entre elles par des équations, de
maniére (qu'une seule soit indépendante, on représente
les accroissements simultanés de ces variables par Ax,
Ay, Az, Au. Silon prend x pour variable indépen-
dante, les rapports

" Ar Az An
3z’ Az’ Ax.
auront pour limites respectives

dy dz dn
dz’ dz’ dz’
quand Ax décroitra indéfiniment.

28. Lorsque deux fonctions sont égales pour toutes
les valeurs de la variable indépendante, leurs di ﬁél en-
tielles ou leurs dérivées sont égales.

En effet, soient u et v deux fonctions égales de x.
Donnons & x un accroissement Ax; soient Au et Ay

(*) La dérivée d’une fonction continue ne pouvant dtre nulle ou infi-
nie que pour des valeurs particuliéres de la variable, il en résulte qu’en
général Vaccroissement infiniment petit d’une fonction est du méme
ordre que l'accroissement de 1a variable.



24 _COURS D’ANALYSE,

les accroissements correspondants de u et de ¢3 on aura
& Aw=—vo + Av;

et, comme u =y,

Au—Av,
d’ou

Au A

Ar Az

Cette équation, ayant lien quelque petit que soit A,

. TR . Au .
aura lieu encore 4 la limite; or la limite de A—est la dé-

rivée de u ou ° - : de méme la limite de —est done

dz: l ;

de d
cT::ZL_:: ou du=—dv.

La méme conclusion subsiste quand les deux fonctions
proposées ont une différence constante; car, soit

—=—v-—+cC;
en changeant x en x'+ Aux, on a
U+ Adu—p + &v +0

el comme u == ¢ + ¢, On a encore

Au Av
Au—Avy — ——3
Ar Ax
par suite,
du dv

—_— =
dx dr
ou enfin
du = db,

c'cst-a-dire que deux fonctions qui ont une différence
constante ont la méme différentielle.

29, Réciproquement, si les différentielles de deux
Souctions sont égales entre elles, dans un certain inter-
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valle, ces fonctions auront, dans cet intervalle, une dif-
J€rence constante.

En effet, soit y la diflérence u — v; et supposons que
’on ait.

du dv
de = dz :
De I'équation
. y=u—v
on tire '
y+Ay =u+Adu—v—Av
ou

Ay = Au — Ay,
Ar _ Au A
Ar~ Ac Arx

ou enfin, en passant a la limite

dyv _du dv

de  dz de ™

. Ly .
Am51£est nulle, et par suite y est une constante: ce

qu’il fallait démontrer.

DES FONCTIONS DE FONCTIONS.

30. Quandon a
. u=¢(r),
¥ étant elle-méme une fonction de x, f(x), on dit que u
est une fonction de fonction de x.
Pour obtenir la dérivée de « par rapport a x, on pour-
rait remplacer y par f(x) dans ¢ (y), ce qui donnerait

u=¢[f(z)]

mais il est possible d'éviter cette substitution. En eflet,
on a l'équation. identique

Au Au Ay
dr )r .\.z,
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dans laquelle A x étant 'accroissement de la variable in-
dépendante, Ay et Au sont les accroissements correspon-
dants de y et de u. Si 'on suppose que Ax diminue in-
définiment, I'égalité ayant toujours lieu subsistera encore

s .. . Au (s g s
a la limjte. Or lim 2 c’est la dérivée de u par rapporta

 ou :Il—::, Iim%g —_—__f'(.z:).; quant a la limite de i—';, c’est
" ¢'(y) oula dérivée de ¢ () dans laquelle y serait con-
sidérée comme variable indépendante, car cette limite ne
dépend pas de la relation qui existe entre y et x, et il
-suffit, pour qu'on I'obtienne, que Ay décroisse jusqu’a
zéro. Donc

(1) = ()f (o).

Ainsi la dérivée d’une fonction de fonction est égale
au produit des dérivées de ces fonctions.

31. Si dans I'équation (1) on remplace f(x) par :—Z,:’
on aura

du .
dr

Y.
() 2
et, par suite,

(2) ‘ du=¢' (y)dy.

La différentielle de la fonction g (y),. lorsque y est

égale & f(x), a donc la méme forme qde si y était la va-

_riable indépendante; mais, dans I'application, il faudra
remplacer dy par sa valeur f' (x) dx.

32. Enfin, on peut mettre encore I'équation (1) sous
une autre forme : en observant que

“du dy

7 _ ’ _—

¥ (r)= dy et f (.z‘) T dre

ona : ’
(3) de  du dy
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11 ne faut pas croire que cette équation soit une iden-
(s . o . du

tité; car dy n’a pas la méme signification dans — et dans
dy

4 .y . . ) .
%: dars la premiére expression, dy désigne I'accroisse-
[

ment infiniment petit de y regardée comme variable in-
dépendante ; tandis que dans 'autre, dy estladifférentielle
de y considérée comme fonction de .

Soit comme exemple

w=y", _y:Jz’——a":
d’on ’
u :(\/z’ —a ) = (2 — a?)? .
On aura (n°19, 1° et 4°)
d.ym = my'dy, dy—= ————dx;
donc
———\p—1  xdx ——\m—2
(Ill:m(sl.t’—a’) —_~———:m(\/x'—a’) xdz.
33. Silon a
v=1Y(u), a=¢(r), ry=,f(z)
on aura, d’aprés ce qui a été démontré précédemment,
do = (u)du, du=4¢' (y)dy, dy=f'(x)dr,
donc
dv=1{"(a)¢' (y) f' (=) dr,
ou, en divisant par d.r,

o

(4) — =V ()¢ () f (=),

“dx

de sorte que la dérivée de la fonction v est égale au pro-
duit des dérivées des trois fonctions dont elle est formée.
Cette régle s’applique évidemment &4 un nombre quel-
conque de fonctions,
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TROISIEME LECON.

REGLES DE DIFFERENTIATION.

Différentielle d’'une somme, — d'un produit, — d’un quotient de fonc-
tions. — Différentielle d'une puissance, — d'une expression imaginaire.
— Reégle des fonclions composées. )

DIFFERENTIELLE D UNE SOMME.

34. Soit

y=u-+v-—2,

u, v, z étant des fonctions de x. Changeons renx + Ax,
a0us aurons
y+Ay—=u-4Au—+v+ Av—z — Az,
et comme
y=u-+v—z,
ona
Ay —Au + Av — Az,

d’on

Ar: Au Av Az

Az Az Az Az’

passant & la limite, .
dy da dv dz

iz —dr T dr &
ou enfin
dy ou d(u-+v—z)=du—+dv— da.

Ainsi la différentielle d’une somme de fonctions est égale
alasomme des différentielles de ces fonctions.

Si I'une des quantités u, v, z est constante, elle dispa-
rait dans la diflérentielle; c’est d’ailleurs ce (ui résulte de
la proposition démontrée plus haut (28), que les différcn-
ticlles de deux fonctions sont égales, quand ces fonctions
out une différence constante,
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DIFFERENTIELLE D' UN PRODUIT.
35. Soit a diflérentier
. y=axu, .

u étant une fonction de x et a une constante : changeons
x en x + Ax; il vient

y+Ay=a (e + au),
ct comme :

Jy=au,
on a
ay Au
Ay —albn. — —ad-—
4 Ax A.z:9
et, a la limite,
dy du
—_—— a—»
dr dx

ou enfin
dy = d(au)= adu.

Ainsi la différentielle d’une fonction multipliée par
une constante s’obtient en multipliant par cette con-
stante la différentielle de la fonction.

36. Soit encore
y=uv;
on en tire ' .o
y + 8y =(u + du)(v -+ Av),

ou, effectuant le produit,
y'-+ Ay = uv—+vAu + ubv +8adv;
et comme y = uv, on a
Ay =vAu + ulv + Aubv,

d’ou )

Ay Au Av Au

= — + u—

Ax Ax Az Ax

. e An . . Au .
Alalimite, — Av devient nul, puisque — a une li-

N
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mite en général finie, et que Av devient nul; donc

dy du dv
—_— =y — U —
dr ¢ dx d=’

ou enfin
dy = d(ue) = vdu + @dp.

C'est-a-dire que la différentielle du produit de deux
fonctions s’obtient en multipliant chaque fonction par
la différentielle de I'autre, et ajoutant les résultats,

37. Soit maintenant
¥ = uvz,
ona
d(uvz)—=vzdu + ud (vz), d(vz)=zdv~+ vdz;
donc ' ‘
d (uvz) = vadu < uzdv + uedz.

Ainsi la différenticlle du produit de trois fonctions
s’obtient en multipliant la différentielle de chaque fone-
tion par le produit des autres fonctions, et ajoutant les
résultats.

Cette régle cst générale. AinsiVon aura

d{uvz...t)=vz...tdu + as...tdv + we.. tdze—... 4 wo...cdt

ou, en divisant par uvz. . .t,

d(uvz...t): du dv dz de
—_— e e — e
uvz. ..t u v z ¢

On démontrera cette formule, soit directement, soit
en faisant voir que si elle est vraie pour un certain nom-
bre de facteurs, elle aura encore lien quand on prendra
un facteur de plus.

DIFFERENTIELLE D UN QUOTIENT.

38. La différentielle du quolienf de deux fonctions se
déduit facilement de la différentielle d’un produit. Soit

"

.7:‘;’
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w
-

on en tire

Jyv—u,
_et, par suite,
vdy + ydv = du,

u y .
On remplace y par sa valeur - et I'on obticnt

u
vdy + > dv —du;
d’ou 'on tire

edu — ude

.

u
d_y ou d ;: o
Ainsi la différentielle d’un quotient est égale an dé-
nominateur multiplié par la différentielle du numéra-
teur, moins le numérateur multiplié par la différentielle
“du dénominateur; le tout divisé par le carré du dénomi- -
nateur. , 1
On arrive encore a ce résultat par une méthode plus
directe. On a

Ay — w -+ An u
y = @ 4 Ay [
ou
Ay — oA — ubdy
y = v(v -+ Av) ?
et, par conséquent,
Au A
$— — I —
Ay ‘Ax Ax

Az~ v(e -+ Ae) J

passant a la limite,

du v
dy Car "z
dx = v? ’
ou enfin
u edu — ude
dy ou d P

. R . . . u
Si le numérateur u était constant, la différentielle d =

PR udo
se réduiraita — -
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DIFFERENTIELLE DjUNE PUISSANCE.

39. Soit y = u™, m étant un nombre entier ct positif
nous avons vu (37) que

d{uvz. .. t)=vz...tdu +uz...tdv +.. -+ uez...dt.

Supposons que les facteurs u, v, 2,..., ¢t au nombre
de m deviennent tous égaux; on aura

d.u™ = mu"'du.

Ce résultat est aussi une conséquence immédiate dc la
réele des fonctions de fonctions. On sait que si I'on a

y=qo(u) et a=f(x),
on aura
dy =g («)du;
done, puisque
d.x™" — mx"'dxz,

on aura aussi
d.u™ = mu— du.

Voici enfin une troisi¢éme méthode. Donnons & x un
accroissement quelconque Ax et soit U ce que devient u;
nous aurons _

y -+ Ay =1Um,
ct, a cause de y = u™,
Ay =Ur — um= (U— u) (Uln—l U2y 4. ., -L u'm-—n)’

d’ou

Ay _ A« (Om—' +Uu .. 4w,

Ax Az
Si l'on passe a la limite, U se confondant alors avec u,
on a .

T dy du

—_ — m—t dy = tdu.
il X mu ou dy— mu""'du

40. Supposons actuellement que I'exposant m devienne
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A . ee P
ézal 3 une fraction positive =; on aura
. 7 !

P
ry=ua?, dou yi=ur.

Comume p et ¢ sont des nombres entiers et positifs,
nous pouvons, en prenant la différentielle des deux mem-
bres, appliquer la régle précédente, .ce qui nous donne

Qi dy = puP-‘du

ou
: qridy = puf— ydu.
Mais
4
yI=ult et y—ul,
donc
r
9
ly — PZ du,
. q 4
ou enfin
r P_,
a.u?=Lu  du.

En remplagant g par m, nous retrouvons la formule

d.u" = muw—du.

41. Enfin, supposons que m = — n, n étant d’ailleurs
un nombre entier ou fractionnaire, mais positif; on a

I
y=u" ou y:;; )

par suilc,
d.u* nu—

dy =— —(— = —

un u*r

u,

ou e¢nfin
d.u™" = — nu—""'du,

ce qui donne encore, en remplagant — n par m,

d.u™ = mu™"'du.
SiCRMe — An., L. 3
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Cette formule est donc vraie, que I'exposant m soit positif
ou négatif, entier ou fractionnaire.

42. La méme formule sert a différentier les radicaux.

Ainsi, _
l 1_ 1 di ’
dYu=d.u"=2u" du=_""_
n n "Vun—l

Dauns le cas particulier oi n = 2, 0n a

d\/;: du

2Vu

DIFFERENTIELLE D' UNE EXPRESSION IMAGINAIRE.

43. On sait que les expressions imaginaires résultant
du calcul algébrique peuvent toujours se réduire a la
forme '

y=u-+v \/:—- 1.

Si, comme en Algtbre, \/—1 est assimilée a une constante,
on aura, par le changement de x en x + Awx,

y+Ay=u-+Au+ (o4 b20)\ —1,

et comme

y=u-+ v\/ — 1,
on aura

Ay = Au + Aoy — 13
d’on

Ay_Au Acv \/_l-
Axr~ Ax Ax ’

et, i la limite,

dy__du dv ; ;
dz — dz (l.zv ?
ou enfin
dy ou d(u+o\ —1)=du-+doy/—1.

Ainsi la différentielle d'une expression imaginaire s’ob-
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tient comme celle d’'une somme, pourvu toutefois que
I'on traite ¥ — 1 comme un facteur constant.

APPLICATIONS.

44. Les régles précédentes suffisent pour différentier
toutes les fonctions algébriques explicites.
1° Soit d’abord

— [
—=a-+byz —-.
y Vo —
Pour différentier cette fonction, on la met sous la forme

1
ry=a-+bzx?*-—~ ex,
et I'on obtient

-1 bd. r
dy’:_—l-bx 3 dr + cxr—dxr = {-l—(ir.
2 2 \z xt
d’ou I'on tire ‘
d I/
a__°2 L.
dx 2\/.,'. ax?
b ¢
20 y=a + 5= —

c
—_—
yz? .z:/.z- x?
ou

y=a-+ bz ® —cx 8 4ex—t.

Différentiant, on a

3 3
YR VRS (s
3xa? 3ryx %
d’ou enfin
dy 2b fe 2€
dz ~ 5.7::/.;'_’ 3ryu 2?
3o y = (a-+ bx ).
Posons
a+bat—=uyg
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ona
y=u"

par suite,
dy = mu"~'du.

Or
du — nbx"'dx;

donc
dy =mnb(a + bx*)™ 'z* " dr.

435. Nous allons montrer mainienant comment le cal-
cul différentiel s’applique a la détermination de courbes
jouissant de propriétés donnces.

1° Trouver une courbe telle, que la sous-normale NP
ait, pour chaque point, une longueur constante a.

On aura, en supposant les coordonnées rectangulaires-

NP = MP < tang PMN.

Mais
MP =y, tangPMN = tang MTN = ‘3 -.
y\ Fig. > donc
' NP =y %~
_ 1i faudra donc poser
: o : ”7‘:{ —a

De la on tire

ydy - adr,

ou

2ydy =2adx.
Or

2ydy =d{y?)
et

2ade =d(2ax,;
done

d(y?) =d(2ax).
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Mais deux fonctions qui ont la méme différenticlle ne
peuvent différer que par une constante (29) : donc, en
appelant ¢ une constante arbitraire, on a pour l'équation

du lieu
y?*=2ar-+c.

Cette équation représente toutes les paruboles qui ont
le méme paramétre 24, et pour axe commun I'axe des x.

2° Trouver une courbe dont la sous-normale soit une
puissance donnée de ’abscisse.

On aura
xdy y? xm
- =™ deZ— —d-.
dr ’ 2 mai
d’ou
2
,= m--1 c.
‘r m—+ 1 o -+

3° Trouver une courbe dont la sous-tangenlc PT soit
en raison inverse de I'ordonnée.

Puisque I'on a PT=MP cotMTP =222 d] » la courbe

cherchée a pour équation différenticlle

ydz _a?
dy — y
On tire de cette équafion
2
dx___ a (:) s
¥
Or
atdy a?
- = — de—;
Y Y
donc
a,
r—=———-c,
ou
ry —ecy =—at.

Le licu est une hyperbole équilatére qui a pour asym-
ptotes I'axe des x et une paralléle a I'axe des y.
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4° Si I'on cherche la courbe dont la normale MN est
constante, il faudra poser ( fig. 5, p. 36)

MP -+ NP =y +y¢'g —a%

d’onr

et

dx:——'r—d‘—,y:'
Va'—y?
d’on
3:_\/@ +e
et enfin

(x— )+ yr*=ad

La courbe cherchée est un cercle dont le rayon est 2
etdont le centre est sur I'axe des x.

DIFFERENTIATION DES FONCTIONS COMPOSEES.

46. Aprés avoir différentié une fonction d’une variable
indépendante, nous allons apprendre & différentier une
fonction composée de plusieurs fonctions de cette va-
riable, et d’abord de deux. Ainsi, soit

y=1r(u9),

u et v étant deux fonctions de la variable indépendante ;
lorsque x devient x + Ax, les quantités u, v, y devien-
nent respectivement u + Au, v+ Ay, y -+ Ay. Mais,
au lieu de changer a la foisu en u + Au, etvenv + Av
dans f(u,v), il revient au méme d’effectuer ces deux
changements I'un aprés I'autre. Ainsi, I'on remplacera
d’abord u + Au, en conservant a ¢ sa valeur actuelle,
d’ott résultera pour y I'accroissement

Slu =+ Au,0) — f(u,v).

Divisons cette différence par Au, et passons a la limite,
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en regardant v comme invariable. On aura

) v) — ’ df(u,
limf(u_'—Au’Al A 0):: fflu ):-.?(u,a).

On aurait, de méme

v v) — flu,v df(u,v
XS LY B CONYA

donc, en représentant par « une fonction qui s’évanouit
avec Au, quel que soit v, et par 6 une fonction qui s’é-
vanouit avec Ay, quel que soitu, on a

(1) S(u—+Au, o) — flu,v)=[9(u,0) +a]Au,
(2) Sluyo 4 Av) — f(u,0)=[y(u,9) +6]ar.
Changeant u en u + Au dans I'équation (2), il vient
3 { Sf(w+du, 0+ Av) — f(u—+Aun,v)
) | =[{(e+Adu,0)+6]a0,
6’ désignant ce que devient 6 quand ony change u en’
u + Au, ct s’annulant comme 6 en méme temps que Av. !

Ajoutant maintenant les équations (1) et (3) membre |
4 membre et divisant par Ax, ona

S(u~+ Au, 0+ Av) — flu,v) I
Az

av

=[p(u,0) +a) gz +[4 (s + Au,0) + 8] 225

ce qui devient, ala limite,

dy du dv .

Y =g (1 0) G+ ¥ (9)
ou !

dy = ¢ (u, v)du + Y (u,v)d,
ou enfin

' dy dy
dy = =~ = dv.

(4) ly =~ du 4 s dv

.o . . d; d
Il faut observer que, dans les dérivées partielles =~ et =2,
de - dp
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les variables u et v doivent éire considérées comme indé-
pendautes, tandis que, dans les facteurs du et dv qui
multiplient ces dérivées, on doit regarder u et v comme
des fonctions de x.

47. Une formule analogue a la formule précédente a
lieu pour une fonction composée d’un plus grand nombre
de fonctions de la variable indépendante. Ainsi, soit

ry =f(u,v,2).

Ona
Ay =f(u—+Au,04 Ao,z 4 Az) — f(u,9,z).
Si I'on pose
dy

d iy
:}; :?(”’ v 2), ;{ =1 (4,0, z), E:Z(”, 2},

on aura, d'aprés les considérations qui précédent, -
(1) Sfle—+2du,0,2)— flu,0,2) =[9p(u,v,2) +a]bu,
(2) Sflu,v+ 80,2) — fluyv,2) = [\};(u, v, 2) -+ 6] Ao,
(3) Sf(u,o,z2+ 82) — fu,0,2) = [y(n,¢,2) + 7] Az

IFaisant varier « dans I'équation (2), on a

(4)

Sle+A8u, 0+ A0, 2} — fu-+Bu,yv,2)
= (Y (z+ Au,0,2) + 6] B0,
Faisant varier u et v dans I'équation (3), on a

‘5 (Sflu=-Buyo+ Ao,z + Az) — fu+ Auy v+ Av, 2)
l =[x (n+ Au,0 + a0, 2} +9']Az.
Ajoutant les équations (1), (4) et (5) membre 2 mem-
bre, et divisant par Ax, il vient
Av

Au
=[p (0, 2) +a] 2= + [§ (4 + Bu,0,2) + €]

Ay
Ax
1Az
“+ [y (e +Auyo+ Ao, z) + g ]E,
et, a la limite, on a

dy , du dv dz
T =t u,z)d—x +4;(u,u,z)z + x(4, 9, 2) P
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ou enfin '

_dr dy dy

De la on peut conclure en général que la différenticlle
d’une fonction y, composée d’'un nombre quelconque
de fonctions de la variable indépendante, s'obtient en
prenant successivement la différentielle de la fonctiony,
par rapport a chaque fonction de la variable indépen-
dante, dans laquelle cette variable seule serait suppo-
sée warier, et ajoutant Youtes ces d_{ﬁk’renrielles.

Cette régle comprend comme cas particuliers toutes
les précédentes sur une somme, une différence, un pro-
duit,. .. de fonctions.

EXERCICES.

‘ 2.3 __ 5
1. r=2*a+2*) Yo' —a?®, dy= fuldd +-_"v'tf——< > xdr.
‘/a'— x?
x* 3a—2x)Jadre
2. = i dy = (———-———-ﬁ,,* .
4 {l—.’t’ v 2‘/(,1 —.1')'

3. f:f(a+'x)1
4. y=fla+ bz,

dy = f'(a+z)dxr.
dy =af'(a+ bx*) bz dr.

dx

dy = — af’ (%) 7
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QUATRIEME LECON.
NOTIONS SUR LES SERIES.

Définitions. — Théorémes sur la convergence des séries. — Application &

m
des exemples. — Limite de (l + '—:;) o

) o
DEFINITIONS.

48. Avant de passer  la différentiation des fonctions
transcendantes, il est nécessaire d’établir quelques no-
tions sur les séries.

Une série est une suite composée d’un nombre infini
de termes formés tous d’aprés une loi déterminée. On
représente ordinairement par S, la somme des n pre-
miers termes d’une série. Ainsi, ug, ug, Us,. .., u, dé-
signant les termes successifs de la série, a partir du
premier, on pose

S, —u +u +uy+...+ u,.

Si, a4 partir d’'une valeur de n suffisamment grande,
S, approche indéfiniment d'une limite finie et déterminée,
quand on prend 7 de plus en plus grand, on dit que la
série est convergente, et la limite S vers laquelle elle
tend est appelée la somme de la série. La différence
S —S8,, que l'on désigne par R,, se nomme le reste de
la série. On a donc, par définition,

R,=—=S—S,, ou S=S,+R,.

Si la somme des n premiers termes n’approche pas in
définiment d’une limite fixe, quand » augmente indéfini-
ment, la série est divergente. T

Une des séries les plus simples est la progression géo-
métrique

a, ak, ak*, ak®..., ak*,....
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Cette série est convergente, lorsque la raison & est plus
petite que I'unité. En effet, on a, quel que soit £,

Sn=a+ak+a/c’-|—...+alc"—':a(‘l—_;'—)
ou

_ a_ak"

TN —F T 11—k

n

. . . . ak
Or, si la raison k est moindre que l'unité, T peut

a
1— k&
limite vers laquelle tend S,. Si, au contraire, on a k> 1,

est la

devenir aussi petit que I'on veut, et dés lors

ak
1—k
et la série est divergente. 1l en est de méme si k =1.

la quantité peut surpasser toute grandeur donnée,

THEOREMES SUR LA CONVERGENCE DES SERIES.

49. La somme d’'une série convergente est une quan-
tité déterminée qui souvent n’est pas susceptible d’une
auntre expression : elle peut étre employée dans le calcul
comme une fonction des lettres qu’elle renferme. Il est
donc important de savoir si une série est convergente.
Voyons donc comment on pourra reconnaitre ce carac-
tére.

Pour qu’'une série soit convergente, la condition né-
cessaire et suffisante consiste en ce que la somme d’un
nombre quelconque de termes au deld du n*"¢, u,, soit
aussipetite que I’on voudra, sin est suffisamment grand.
Cette condition est nécessaire puisque, les deux sommes
S, et S,,; devant converger vers la méme limite lorsque n
est de plus en plus grand, leur différence doit tendre
vers zéro. Elle est suffisante, car si la somme

Uy + Uppa+ oo o+ Upy,y

est comprise entre — ¢ et + ¢, S,,; sera comprise entre
S,—c¢ et S, + ¢, quantités qui se rapprocheront de plus
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en plus 4 mesure que n augmentera, i restant le méme,
mais pouvant d'ailleurs étre supposé aussi grand qu ‘on
voudra.

50. De cette proposition résulte la suivante : qu'a par-
tir d’'un terme u,, n étant assez grand, les termes doi-
vent finir par devenir plus petits que tonte quantité
donnée. Mais cette condition, qui est nécessaire, n’est
pas suffisante. Ainsi I'exemple ci-dessous,

1 1
|+ SR AL ——
3 4 n+1 n+2

¥ .
. — ey
2n

offre une série dans laquelle cette condition est évidem-
ment remplie, mais qui néanmoins n’est pas convergente,
car, en groupant les termes comme il suit,

(!-—'-—i—l '—i—-'—i—l—f-'-i-l
1 1
<9+-..+l6>+<;5+...+‘3—2)4-...,

on voit que chacune des sommes renfermées entre paren-

\ 1 . .
théses est plus grande que 37 ¢t comme il y en a une infi-
nité, la série a nécessairement une somme infinie.

51. En général, pour reconnaitre si une série est con-
vergente, on compare ses termes, a partir d’'un certain
rang, a4 ceux d'une autre série qu'on sait étre conver-
gente, ets’il arrive que les termes de la premiére soient
inférieurs ou au plus égaux a ceux de la seconde, alors
cette premiére série est convergente. On peut se dispen-
ser de comparer les premiers termes.

En comparant une série a une progression géomé-
trique, on est conduit aux théorémes suivants.

52. Trtorime I. — Une série dont tous les termes,
ou du moins les termes trés-éloignés, sont positifs, est
convergente si, a partir d’un certain terme, le rapport
d’un terme quelconque au précédent est plus petit qu’un
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nombre déterminé k, qui est lui-méme plus petit que
Vunite.

Ainsi, supposons qu’a partir de u, cette condition soit
remplie. On aura, m étant plus grand que r,

Uy < Flly,
Unyr < Attmyrs
et a fortiori
- Uiy <K Up;
de méme,
Umss < 43 Ups

Ui < Lty
on aura donc

Upr + Uy —+ Uy —+ooo a,,_,_,< u.,(‘~ + k24 A3 __'_”__!_kl).

Donc .
y — 2L
Uppr + Umgz oo ot Uny i < Up —T:T
Or
ko ‘.i—i—l
1 — &

est une quantité finie, quelque grand que soit , puisqu’on
suppose k moindre que 13 d'ailleurs u,.<A"""u, peut
devenir plus petit que toute quantité donnée, en prenaut
m assez grand ; par suite, le reste upy i+ Upnypa 4+ . Uy
peut devenir inféricur a’tout ce que 'on voudra, en pre-
nant m suffisamment grand. Donc la série est conver-
gente,

Au contraire, la série est divergente si I'on a k plus
grand que 1.

Effectivement, si a partir de «, cette condition est rem-
plie, les termes deviennent de plus en plus grands.

83. Tutoskme II. — Une série & termes posilifs est
convergente, si, a partir d’un certain terme, on a con-
stamument

Yun < k<1.
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En effet, on aura, d’aprés cette condition,
Uppr =+ Unpa oo oo Uppy < A"H = kn2 - - frH
ou bien
k — kit

Uy =+ Upya—+.. .+ ll,,+,'< L"—l—_;A—;

d’oti 'on conclut, comme précédemment, que la série est
convergente. _

Au contraire, la série est divergente, si I'on a toujours,
a partir d’un certain terme,

. —

Vit >k >1.
Et, en cffet, comme de I3 on déduit u, > k", il s’ensuit
qu’en prenant n suffisamment grand, u,, et & fortion

le reste de la suite, sera plus grand que toute quantité
donnée (50).

B4. On a supposé jusqu’'a présent que tous les termes
de la série, ou du moins les termes trés-éloignés, étaient
positifs. Soit maintenant une série dont les termes aient
des signes quelconques.

_Si la nouvelle série qu’on obtient en prenant positive-
ment tous les termes au dela d'un certain rang est con-
vergente, la série proposée le sera aussi. Effectivement,
le reste de la série donnée a une valeur absolue moindre
que le reste de la série transfoxmée: par conséquent, il
peut devenir moindre que toute quantité donnée.

Cette condition de convergence est suffisante, mais non
pas nécessaire.

85. Tutorkme IlI. — Une série est convergente quand
les termes éloignés sont alternativement positifs et né-
gatifs, et vont en décreissant indéfiniment.

En effet, admettons que cette loi se vérifie, dans la série
U+t + Uy ..o+ Uy + Up o+ Uy .0 o+ Up =+ .o

a partir du terme u,y4 que nous supposerons positif.
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Appelons U,yyy Usys, Usys, ete., la valeur absolue des
LErmes Upyys Unpay Unys, €. On aura, p étant > n,

S, =S,+ (Ungt — Unga) + (Ungs— Ups) +- - - »

et, par suite,
S,>S..
On a aussi

Sp—___ S, + Uu+l - (Uu+7 - n+a) - (U:H-A —_ Un-n) e
Sous cette forme, on voit que

Sp < Sn -+ Un+l H
douic on a
S0 <<Sp < Sa + Unp

Donc S, est toujours compris entre S, et S, + U4, ct
comme U, peut devenir aussi petit que I'on voudra, la
série est convergente.

-86. On considére quelquefois, dans le calcul, des séries
imaginaires de la forme

(0, +ooV—=1) +(tst0s V—1) 4. . . (g + 0 V—1)+....
Une pareille suite sera convergente, si les deux sommes
Uyt U ey O 00l

sont clles-mémes des séries convergentes.

ETUDE DE QUELQUES SERIES.

B7. Nous allons appliquer les régles précédentes 4 quel-
ques exemples.
431 ' x? "

- —— A —
1.2 1.2.3 1.2.3...n

1° 142+ e

Cette série est convergente, quel que soit . En effet,
ona '

Upgr =

1.2.3...p
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et aussi
. Pt .
=123 (p—1)
d’on,
Bpw 2,
u, —p

On voit par 1a que le rapport d’un terme au précédent
finira toujours par devenir plus petit que tout ce que 'on’
voudra, et, par conséquent, plus petit qu'une fraction
quelconque k. Donc la série est convergente, et cela que x
soit positif ou négatif. )

On peut savoir quel est, dans cette série, le plus grand
terme pour une valeur donnée a x.

Supposons que ’on ait

Pl x<li41:

le plus grand terme sera

.

1.2.3...1¢

En effet, on peut metire ce terme sous la forme d’un
produit
x x x x
composé de facteurs plus grands que 1 : tous les termes
précédents sont moindres, puisqu’on les obtient en sup-
primant dans celui-ci un certain nombre de facteurs plus
grands que 1 : tous les termes suivants sont aussi moin-
dres, puisqu’on les obtient en multipliant celui que nous
xr r

venons d’écrire par des facteurs —,

- ye+-9 INOIN-
L1 I+ 2

dres que I'unité.

”
.2.3...
avoir une limite supérieure du reste R,. On aura

Supposons qu’on s’arréte & et qu'on veuille
1 n

3

R — " x + x
*Ta2..ala+1 (a+1)(r+2)

... |
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d’on
R, < x® x + x? + x3 " h
S r.2...n0 n+41 (=12 " (1?77 ’

ou, en supposant 2 +1 > X
b b

R, < xn x
® 2
"S1.2...an+1—2x
ou, enfin,
zm+ 1
R, <<

. T
1.2...0 n+1—x

2° Les différents termes de la série
,7‘2

- .
I+ 2CoSx + —— COS2% .., ¢ ———— COSAVL ...
2 .

. Ie2...

sont plus petits que ceux de la série précédente. Donc
la nouvelle série est convergente a plus forte raison.

xr xr  a¥ xn
3° S e — L
1 2 3 n
On a, dans cet exemple,
Upy
—_—Z .
u, < n+1

Comme ce rapport tend vers x & mesure que n aug-
mente, il en résulte que la série est convergente pour les
valeurs de x comprises entre — 1 et —+1.

On arrive a la méme conclusion en appliquant le se-
cond théoréme (53). )

On peut facilement trouver une limite supérieure du
reste R,,. En effet, on a

x+ ant? ]

R,= oee
e Trra T <n+x

(1+z+2+...),

ou, puisque x est moindre que 1,

J_.u+l 1

.
n—4+1I 1—x
STURM. —dn,, 1.

o=
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m(m—1)
4o 1+m.1:+————l Py F ol TR

+m(m—l)...(m—-p+l)
1.2...p

2Pt

On a, dans cet exemple,

Mpyi _m—p+1 m+l_l »
up P - ) )

Si i est moindre que Punité et positif, les termes
finissent toujours, quand p°est suffisamment grand, par
devenir alternativement positifs et négatifs, et par dé-
croitre indétiniment. Donc alors la série est convergente.
Elle I'est encore si I'on ax < o et que sa valeur absolue

. . ‘u
soit plus petite que 1; car, dans ce cas, le rapport —u’—""
P

finit toujours par étre, en valeur absolue, constamment
plus petit qu'une fraction quelconque k plus grande que x.
Si x, positif ou négatif, est plus grand que 1, la série est
m -1

divergente, car ( — 1) x finit toujours par surpas-

ser 1.
5o La série

(1) |+ + — s — e —
! 4"' P" (r +')"‘
est divergente pour m =1 ou m <1, et convergente
pour m> 1.
En effet, quand m =1, 0n a
(2 1+ ! -+ ! -+ ! -+
{2) PRl Bl AL

série dont la divergence a é1é démontrée (50).

Quand m est <1, la série (1) est & plus forte raison
divergente, puisque ses termes sont plus grands que les
termes correspondants de la série (2).
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Soit ensuitem > 1.0n a

Cprr T L r >m_

u, ~ (pAa)y T \p+a
Ce rapport, quoique constamment plus petit que I'unité,
finira toujours par en approcher autant qu'on voudra.
On ne peut donc pas appliquer le premier théoréme (52),

mais on démontre la convergence de la série pour m > 1
en groupant les termes de la maniére suivante :

(e ) + g )+ (e )+

d’oti ’'on conclut que la somme des termes est moindre
que

8

|+ -+ ,,+ “+..ey

4

£ 2 L3 L « . 'd
c’est-a-dire moindre que la somme de la progression géo-
métrique décroissante

I —— e e
gm—1 4»:—. 8m—t cree
6° Si dans la série
z x? x3 ) "
I+ =+ — + A ——— ..
1 1.2 1.2.3 1.2.3...nr
on fait
=1,
on obtient la série numérique )
b e — L
1.2 1.2.3  1.2.3.4 77 1.2.3...2 7

série convergente, puisqu’elle est un cas particulier d’une
série qui est convergente, quel que soit x. On en repré-
sente la somme par la lettre ¢,

4.
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Le nombre e est compris entre 2 et 3; car on a évi-
demment
e>2
et
I 1 1
el 2+ - + — +
: 2 2.2 2.2.2

1
+...+;—"+...

ou
e<3.

I1 estfacile de trouver une limite supérieure du reste R,
de la série, ou de la somme

I - 1
1.2.3...n(r+1) 1.2.3...n(r~+1)(n+2)

carona

1 1 1 [
R.< I.2.3...Iz<ﬂ+| +(”+l)z+(”+1)3+...),
ou

1 1
R —_—— X =
123, %n
On voit que la convergence est trés-rapide. Les onze
premiers termes donnent en effet e = 2,7182818, valeur
approchée 4 un dix-millioniéme prés.

o \» . o
LIMITE DE (l—i— -——) QUAND 7 CROIT INDEFINIMENT,
m .

B8. Le nombre e est la limite vers laquelle tend la

., 1\" . pep e
quantité (1 -+ —) quand m croit indéfiniment.
m
Supposons d’abord m entier et positif. On a

1\™ 1 m(m—1) 1
I+~—) —mI14+Me—F —— e — -, .
m, m 1.2 m?

m(m—1)...fm—nr-+1) 1 -

-+ ;
1.2.3...n mr
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ce qu'on peut écrire

(x+;:-)"=z+ - ('_7»]7) ('_?5) .

-+ -
1.2 1.2.3
1 2 n—1
I—— ) (1—=)...[1—
m m m
1.2.3...n

Les termes de ce développement au nombre de m sont
tous, a partir du second, plus petits que les termes de
méme rang dans la série qui représente le nombree, etils

L]
- 1\"
augmentent avec m, d’ou il suit que (1 —|—.—) augmente
m

avec m, en restant toujours < e. Les numérateurs des
premiers termes, qui sont

approchentindéfiniment de I'unité, qua‘nd'm croit jusqu’a
I'infini; et, par conséquent, ces termes tendent a devenir
égaux a ceux de la série e. Mais il n’en est pas de méme
pour les termes trés-éloignés, car si, par exemple, n—1

. eies n—1
était la moitié de m, le facteur 1 — — dans le
; | , .
n™ terme, serait —, et le numérateur de ce terme serait
2 _ ! ¢

¥ \ T
< . Cependant, en prenant m trés-grand, et négligeant

dans les deux séries les termes trés-éloignés qui font une
trés-petite somme, on congoit que 'une des séries dif-

. o e e \" ..
fére infiniment peu de I'autre, et qu'ainsi (1 -+ ;) doit

s’approcher indéfiniment de e,

59. Au surplus, en voici la démonstration trés-rigou-
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reuse. En s’arrétant au n*"* terme, on a

1 1 3
T ('_ E) ('_' m]
(1+ >>2+ + -+

1.2 1.2.3

(=) (=2)- (")

1.2.3...n

+

~ Quelque grand que soit 7, on peut prendre le nombre
m, qui estindépendant de », tellement grand, que le nu-

mérateur (.,_,l”) ('_ %) (,_";")’

qui est inférienr a I'unité, surpasse 1—e¢, ¢ étant un
nombre déterminé aussi petit qu'on voudra. Car ce

numérateur étant plus grand que (l — ’-'——”_.—').—.’ il suf-
fira de poser

(-5 e

n—i

l—n_;/l—l-

d'on l'on tire

m >

Alors, dans le développement de (1 + %): les numéra-

teurs des termes jusqu'au n'*™* étant tous > 1 — ¢, on

aura, en les remplagant par 1—¢ et néghgeant les termes
qui suivent le nim,

\” 1 1 I
<l+;) >2+(l—.)(3+1.2.3+“'+l.2.3...n)’

et & fortiori

l-‘~l .>2+ ! -+ ! —r
m 1.2 1.2.3+"'+ 1.2.3...2 "
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puisque la somme

L
1.2 1.2.3  °°7 7 1.2.3...nr

(qui multiplie ¢) est

I X
<;+2.—2+... oun <rI.
On a d‘ailleurs (57, 6°)

X IR | 1
1.2.3...n2  1.2.3...n0n

1
—_— ...
e<2+"2 -+

Ayant ainsi deux quantités qui renferment entre elles

1\= ooy
eet (1 + ;) » oun aura, en comparant les différences,

e 1+ — .< : L

m 1:2.3...nn
et comme on peut supposer n aussi grand et ¢ aussi petit
qu’on veut, en faisant croitre m a Iinfini, on voit que e

est la limite vers laquelle tend (1 -+ %) :

60. On obtient la méme limite quand m cesse d’étre
un nombre entier. Dans ce cas, m tombe entre deux en-
tiers consécutifs p et p +1, etl'on a_

(2 < (2 @ > (2
ou

(o a)<(3) (+3)

et .
I\" T P+t 1
(1+3) >0+ 535) 7 (v o)

Quand m croit, ces deux quantités, entre lesquelles la

1\~ . .
valeur de ( 1+ ;)‘ est toujours comprise, tendent I’'une
et 'autre vers la limite e (puisque p est entier). Donc

1\~ . . .
(1+ -';;) a la méme limite.
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61. Enfin, sil'on fait m négatif, m = — p, on aura

(i 5) === () "= =)
(=)= (=) T )

quantité dont la limite est encore e, quand p devient
infini.

62. Le nombree est incommensurable. — En effet.

. . a .
si e était un nombre commensurable '5, on aurait

I 1

a
b 1.2...b+1.2...b(b+l)+""

:2+-,—+...—|—
b 1.2

. 1 1
En faisant passer 2 -+ -y +...4 233 dans le pre-

mier membre, multipliant par 1.2.3...5, et désignant
par N un nombre entier, on aurait

4 I

N e nexra T

On a donc
N>o.
D’ailleurs

LI ! + <—'—+——
b+1 " (b+1)(b+2) T Tb41  (b+1p

donc
1
N < z .

o e . . . I
On aurait ainsi un nombre entier compris entre o et Z’

ce qui est absurde; e est donc incommensurable.
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CINQUIEME LEGON.
DIFFERENTIATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES. -

Différentiation des fonctions logarithmiques, — des fonctions exponen-
. tielles, — des fonctions circulaires directes, — inverses.

FONCTIONS LOGARITHMIQUES.

63. Soit y le logarithme de xx dans le systéme dont Ia
base est a, de sorte que
xr=al.

On a
y+Aayr=log{x+ Azx),

d’ou
Az
Ay =log (v + Ax)— logz =log <l+ ;—)

log 1+AI
Ay ° x

Ax Az

et

. x
Si I'on pose Ax = —» on aura

Ay_'_m ) " I ".
E_;log(l—f-;)_;lob(l—i- )

Si I'on fait croitre m indéfiniment, Ax diminuera jus-

s oz I\" . . . .
qu’a zéro, et (I+ ;) atteindra sa limite e (58); donc

. A d I
lxmé ou é::;loge,

d’ot

' Iz
dy ou d.logz:%loge.
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64. Quand on prend le nombre e pour base, les loga-
rithmes appartiennent & ce qu'on appelle le systéme né -
périen : nous les désignerons par l. ‘

Dans ce systéme, on a le =1, et, par suite.

dlz = ‘—If-
z

Il est facile de passer d’un systéme quelconque au sys-
téme népérien, et vice versd.
En effet, 'équation -
x =a’
donne
lz = yla =logzla.

En faisant x = e, il vient
1 = loge.la,
d’ou
loge = —
8= T1a’
puis
*

Vi lz< loge.

logz =1z <

Le facteur constant Tl:z ou loge, par lequel il faut mul-

. tiplier le logarithme népérien d’un nombre pour avoir son
logarithme dansle systéme dont la base est a, est appeléle
module de ce dernier systéme. Quand a = 10, le module

est
loge = 0,4342945.
En multipliant les logarithmes des Tables ordinaires
par @ ou l.10 qui est 2,3025851, on aura les loga-

rithmes népériens.

. 65. La régle de la différentiation des logarithmes est
souvent utile pour différentier d’autres fonctions.
Ainsi, on peut s’en servir pour différentier u™, quel que

e
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soit m, u étant une fonction de la variable indépendante.
On pose '
. y=u", dod ly=umlu,

et, en différentiant, il vient

dy du

Y

-

ou
d.u™ = mu™'du.

Soit encore un produit de plusieurs fonctions de x, tel
que y = uvz.

Comme il pourrait y avoir des facteurs négatifs, éle-
vons au ‘carré, et prenons les logarithmes; il viendra,
aprés avoir différentié et divisé par 2,

Ly _de o s

s |
r u v z

résultat déjé. obtenu par une autre méthode,

'66. ExempLes.

1° - y=Il(z+ \/a’+z‘).
Ona
dz + xdc
&y = Va* + 22 da
Tz ya+ 2 Ja+z

x

2° r=1{ —=)

(#=)

On remarque d’abord que

(—=— =lz—lya* + 2%
Va’+x’
d'ou
drx zdz a*dzr

z n’+r’=z(a’+:’)'

3° r=Il(x—apr(z—by(z—c)...].

dy =

— -
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Cette quantité est égale &

ml(z —a)+nl(z—b) +pl(z—ec)+...;
donc -
dy m n p

dx zx—a 1‘-—()+I—C

Si I'on pose
- (z2—a)(x—b)(z—c)P.,.=f(x),

on aura encore

dy _dlf(2) _ f'(z)
de™ “dr T f(4)

il en résulte

Sz m n P
S(z) Sr—atr—str—/s*t--

formule qui sert de base 4 la théorie des racines égales.

FONCTIONS EXPONENTIELLES.
67. Soit
y=a",
u désignant une fonction quelconque de x. En prenant

les logarithmes des deux membres, dans le systéme népé-
rien, pour plus de simplicité, il vient

ly =nla, dod ‘!} =ladu,

c’est-a-dire
d.a*—=a"ladu.

68. En particulier, sia=c¢ etu=ux,0na
d.e* =c*dr,

de sorte que la fonction e* est égale a sa dérivde.
On peut se demander si cette fonction est la seule qui -
jouisse de cette propriété. Pour répondre a cette question,
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posons
‘ dy
7; = y’.

on en tire

4 .
—f ou dly=d=x,

donc
ly=z+c¢,
y =€t —=efef,
et, remplacant e° par C,
y=_C¢,
ce qui montre que la fonction inconnue doit étre l¢ pro-
duit de e* par une constante. . :
. 69. ExempLEs.
1° y=v,
v et u étant deux fonctions de x. On a
ly=uly,
d’ou
dy - d
Y —dule+u=,
v
dy = ydulv + %—udo,
ou hien encore
d(v) = lodu + "' udes
Ce résultat peut dailleurs s'obtenir en appliquant la
régle des fonctions composées (47).
2° ¥y = a%’s,
dy = a¥?lab*dx + a¥**b*zlalbdz.

FONCTIONS CIRCULAIRES DIRECTES,

70. Commencons par établir d’'une maniére précise
sous quel point de vue les fonctions circulaires sont con-
sidérées dans le Calcul infinitésimal.

~
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Dans ce Calcul, comme dans la Trigonométrie, les no-
tations sinx, cosx,... représentent les rapports des
droites ainsi nommées au rayon du cercle auquel elles ap-
partiennent; ce sont donc des nombres abstraits. La
lettre x représente la longueur d’un arc rapportée au
rayon pris pour unité; c’est encore un nombre abstrait.
Alors le nombre #=3,1415926 est la longueur de la-

. . , o« 4 T
demi-circonférence dont le rayon est 'unité; 85 ©st la

longueur del’arc de 1 degré; et l:é% est lalongueurdel’arc

de z degrés, de sorte que l'on a, si z est le nombre des
degrés contenus dans x, :

L 2.4

8’ x=%—°°xz=57?16’xx-

=

L’arc égal au rayon est environ de 57° 16",

74. Sinus. — Soit
' y =sinz.
Ona-
y+Ay =sin(z + Az),
d’on
Ay =sin(x + Az) —sinz;
ou, d’aprés une formule connue,

N 1
Ay —a2sin—Axcos (x—i-—A.z)-
2 2

Donc
.1
sm;A:n .
—Z—_-—'—Xcos(x+—Az) .
Az 1 2
-Azx
2
L1
sin—-Ax
. 2 e s
Maintenant Ax devenantnul, ———apour limite 1,
—Ax

2
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' f3 s s o1 e
et cos (x +5 Ax) se réduit a cosx; doncil vient

dry
— —=—=COosx,
dx

ou
dsinx — coszdz.

Cette formule montre que le sinus d’un arc augmente

. . . ’
quand l'arc croit de o a 3 diminue quand l'arc croit

T .
de 5 &, elc., comme on le voit sur une figure.

72. Cosinus. — De la différentielle du sinus, il est
facile de tirer celle du cosinus. On a

' (" )
Cco8z—38In (—— 2
2
et

dcosz:dsi‘n (z—z) =—cos (E—z) d(’—r-—-z)a
2 2 2

ou
d cosz — — sinz dz.

73. Tangente. — La différentielle de la tangente se
déduit de la formule

sinz
tang z — ooty
qui donne
dtane s coszdsinz —sinzdcosz
82 = cus’z
ou

dz
dtangz — ——.
: 8 cos’z

On trouve de la méme maniére

dz

dcotz — —

sinz

On voit que si I'arc z augmente, d tang z est toujours
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positive, et d cotz toujours négative, c’est-a-dire que la
langente augmente sans cesse avec l'arc, et que la cotan-
gente, au contraire, diminue continuellcment.

74. Sécante. — On a

X 1
SCCe — ——
Ccosz
’ A
d’ou
, sinzdz
dsécz— ———-
cos’z

75. Ces régles suffisent pour différentier toutes les fonc-
tions circulaires directes. En voici quelques exemples :

° dsin (ax + b) = a cos (ax + b) dx;
. dx
2° | dlsine = 5
tang z
3° dsin™x — msin™ 'z cosx dx; .
tang x 2r —sin2x

4° a20er dx

x 2x%cos’x

sinz  xcosc — sinz cosx (x — tangxr
5 d —= dr = < )dx.
x x3 x?

Cette derniére différentielle, étant négative quand x est

. . . sinz
moindre que 7, fait voir que le rapport —— va sans cesse

en diminuant, lorsque x croit de o a =.

FONCTIONS CIRCULAIRES INVERSES.

76. Les fonctions circulaires inverses sont celles dans
lesquelles on regarde un arc comme fonction d’une de ses
lignes trigonométriques. On représente I’arc dont le sinus
est x par la notation arc(sin = x), ou plus simplement
par arcsinx. On écrit de méme arc cosx, arc tangx.

Arec sinus. — Soit d’abord

z —arcsinu,
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u étant une fonction de x. On aura

»

u-—sinz,
d’ou
du — dz cosz,
et
du du
dt— — — — ——
Cos z V" —a
ou
. du
darcsiny — ———-«

Vyi—

Comme V1 — u® remplace cosz, il faut donner a ce
radical le signe de cos z.

71. Arc cosinus. — Soit

z—arccosu, d’od u=xcosz;

on aura
du — — sin zdz;
d'ou
du du
23— — —— = — ——
Sin 2 ‘/l —_u?
Ainsi
du
darccosu — —

Vi—w )
Comme y1— u* remplace sin z, il faut donner a ce ra-
dical le signe de sin z.

A cause de la double valeur de V1 — u*, on voit que,
pour une méme valeur de u, les différentielles de arcsinu
et de arc cosu sont égales et.de signes contraires, ou bien
égales et de méme signe, ce qui tient i ce que ces deux
arcs ont suivant les cas une somme ou une différence
constante. ’

78. Arc tangente. — Soit

z —arctangu, d'ol tangs—u.
STuRN. — An., L 5

[ e
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On a
. d:
f —=du;
ces’z
d’ou
d
dz = du cos’z — u 3
A+ u?
donc
d arc tangu — du
B =T+ w
On trouve de méme
d
darccotu — — ‘.
. 1+

On voit que, pour une méme valeur de u, darc tangu
et d arc cotu sont toujours égales et de signes contraires.
En effet, les arcs correspondants ont toujours une somme.
constante.

79. ExempLEs. 1°
1 2a—2x

. V2ar—ax* @ o\/aax — x? dr
d arcsin v = v " _dr— .
a

— _=—_—
\/l 2axr — z* Y248z — 2

a?

2° d arc sin (2.:' \/l—.t’):-—_z_dt_;

11— x?
30 . darc tang ('—:) = ‘-’_(%S_%‘b.
On trouve par cette formule
. dx

xr
darc tang — = — .
1—a'  (J1—z

Ce résultat pouvait étre prévu, car

dr . . x
— - — =darcsinz, arcsinz = arctang ————-—-

11— a2 Q/l—z'




1.
2.
3.

4.

10.
11.

12
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o o (1—uo)(du—+ dv) -+(u +v)(edv +-vdu)
4° darctang I —ue (& +v)' + (1 — uv)?
_ (1 +¢)du+ (1 4 u?) de
(1 +a®) (1 +9¢)

ou
"w—+v du dv
darctang = -+ ’
I — uy 1+ 1+

résultat facile a prévoir, puisque

u—v
arc tang

= arc tangu - arc tange..

80. Les exemples suivants (1 a 18), ou toutes les
.fonctions transcendantes sont combinées entre elles,
fourniront 'occasion d’appliquer les régles contenues
dans ce chapitre.

EXERCICES.
r=c", dy = mx™'e" dr.
y = dy = eosxe'*dz.
y = "%, dy = (1 + tang’x) e""$*dx.
= 2", dy=x“"(cos.t.l.z+m—nz—.’£)d.r.
' )
= eresins dy = erresing ;7.
Y ) Yy ‘/-———l — T
7 =e* cosbz, dy = — e (21 cosbz + bsin bz ) dx.
y =1(cosx), dy = — tangzdz. .
adz
f“l(t‘ang‘t)$ Y :SiDQI.
y = sin (lz), dy = icos(lx)dx.
y = sin"x cos"x, dy = sin™' z cos™ ' z (m cos’z — nsin*r)dz,
= arcsin —— dy = dz_,
.7 - m’ .7 - 1+ J,"

_ acosz+b Y-8 )
y=arces ot Y= besara™

'5'
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13. y =arctang(y/1+2—z), ,/J,:_n( dl‘xz).
1+
—a b—a)d
14, y_arclangb — dr:(z—(a)’-:()bix)"
2 b

dx
- .
V1 —ax?arcsine

sinx 4-cos.x

16. y=1(arccosy1— 2%), dy =

17 T — Ccosx

‘?’: ! 1+ cosz’ dr = sin’x dz.
18 (2 + ecosz)sinz dy = 3e+(z+e’)cos.rdx
s = (1+ecosz)’ ’ (1+ecosx) :

19. Trouver ure courbe dont la sous-tangente soit constante.

SoLuTION.
x

y=cea,
20. Trouwver une courbe dont la sous-tangente soit proportionnelle
@ une puissance de Pabscisse.

SoLuTION.
' ly = ax'™+-c.

21. Trowver une courbe dont la sous-normale soit en raison in-
verse de ’abscisse.

SoLuTION.
ry*=a2ale+ec,
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SIXIEME LEGON.

DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES. — CHANGE-
MENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE.

Fonctions implicites données par une seule équation. — Elimination
d’une constante entre ’équation proposée et V’équation qu’on obtient
par la différentiation. — Fonctions implicites données par un nombre
quelconque d’équations. — Dérivées et différentielles successives. — Du
changement de la variable indépendante.

DIFFERENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES DONNEES
PAR UNE SEULE tQUATlON..

81. Nous savons (8) qu’on nomme fonctions implicites
celles qui sont liées a la variable dont elles dépendent
par une ou plusieurs équations non résolues.

Supposons d’abord deux quantités xr et y liées entre
elles par une seule équation '

() S(=z, y)=0o,
et soit x la variable indépendante. On peut trouver dy
d ., , .+, .
ou gé sans étre obligé de résoudre 1'équation par rapport
ay.En effet, si 'on congoit que y soit remplacée par sa
valeur en fonction de x, y = q(x), on aura identique-
ment
Sz, 9(x)]=o.

Donc la différentielle de f (x,y), prise en regardant y
comme une fonction de x, doit étre identiquement nulle,
et, d’aprés la régle des fonctions composées (47), on a

df o Y |

(2') 'de_}-:i;d)‘:‘),
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d’ou l'on tire .

. df

dy dz

(3) (—l;__?.
dy

Ainsi, la dérivée de la fonction implicite y s'obtient
en divisant la dérivée du premier membre de 'équation
prise par rapport & x, par la dérivée de ce membre prise
par rapport &y et en changeant le signe du quotient.

82. Lorsque 'équation d’une courbe se présente sous
la forme
' Sf(z,y)=0o,
la régle précédente permet d’obtenir le coefficient angu-
laire de la tangente menée par un point quelconque de

. . d I3 2 3
cette courbe, c’est-a-dire d;: » sans résoudre I'équation
par rapport a I'une des variables.

Exempres. 1° Soit I'équation de lellipse .
¢q P
a*y?+ bz’ = a2,
En différentiant, on a
2a’y dy + 2b*xrdz = o3
d’ou
dy bz
dz aly

L’équation de I'cllipse donne deux valeurs de y,

LA e b ==
J‘.=+;\/a — _y,:—-;\/a — z3,
dy .
auxquelles correspondent deux valeurs de 2’ qui sont
dri b <z dr. _ b =z
dz ~ a\/an_xz’ dr —“\/a‘—.r’.

En général, :—ﬁ a autant de valeurs que y.
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2° Soit I'équation

Ay™ + Bz* + Caf y1 = o,
on en tire

mAy™'dy + nBz'dz -+ pCar— ytdz + qCxP yt~'dy = o,

d’'on A
dy _ aBz*' 4+ pCxP—'yt
s dz~  mAy™ + qCyi—'zP
° Soit :
z + y* — 3azy —o; .

on en déduit
dy ay—ax?
dz~ y*— ax
‘Comme, en général, 2 une méme valeur de x répondent
trois valeurs de y ou trois points de la courbe, il y a aussi
dy

trois valeurs correspondantes de
dx

4° Soit encore I'équation
. T+
asinZ Y zy,
a

qu’on ne pourrait pas résoudre par rapport a y; elle
donne

-+
acos™ a‘r (dz + dy) =z dy + y d=z;
d’ou )
anai'd
d_]-_y a cos —
de ’
cos —=x

ELIMINATION DES CONSTANTES.,

83. Eutre une équation donnée et 1’équation qu’on en
tire par ladifférentiation, on peut éliminer une constante;
il en résulte une nouvelle équation qui exprime une pro-
priété de la tangente, commune 2 toutes les courbes que
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représente 1’équation pruposée, quand on y donne diffé-
rentes valeurs a la constante.

Ainsi, soit

y?*=2azx; .
on en tire
ydy=:adr,
puis, en éliminant a, .
s
J’dy—« .

C'est-a-dire que, dans toutes les paraboles qui ont le
méme axe et le méme sommet, la sous-tangente est
double de I’abscisse du point de coniact, quel que sout
le paramétre 2a.
L’équation
y'=z2ax +a’,

qui représente une suite de paraboles ayant le méme axe

Fig. 6. et le méme foyer, conduit,
par l'élimination de a, a
I’équation

Iy \? d
Yy A -+ 2z = _ -:o0,
 \drc dx
T F P N z d’Ol‘l

—x 4+ \/.z’+_y’
\J ‘r 4

y

d_y_
dzx

ou

a "

. -”-*-J‘d—i:\/x"-*f’;

mais
. d -

r=FP, _rd—f:PN, Vz' + yi =FM;

on aura donc
FM =FN, puis FM=FT.

Cest-a-dire que dans toute parabole le foyer est égale-
ment distant des points oi la tangente et la normale
rencontrent l'axe, ainsi que du point de contact.
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FONCTIONS IMPLICITES DONNEES PAR PLUSIEURS
EQUATIONS.

84. Deux fonctions implicites de x, savoir y et z, étant
données par les équations

(1) f(ﬂ-',J’,z)~—0,
(2) F(z, y,3)=o,

. d dz N .
on peut obtenir 2 et Z2 sans les résoudre. En ellet, si
dx dzx

I'on pqrtait dans les équations (1) et (2) les valeurs de y
et de z en fonction de x qu’elles déterminent, savoir
v =¢(x) et z=¢(x), les premiers membres

f[-"a (), ¥ ()], Fl=z, ¢ (x),¥(x)]

seraient identiquement nuls; donc leurs différentielles
seraient nulles aussi. Il faut donc égaler & zéro les diffé-
rentielles de f'(z, y, z) et de F (x, ¥, z), en y regardant
y et z comme des fonctions de la variable indépendante x.
On obtient ainsi

N Yoo ar o Y-
(3) rl.t o dy + dez ==o,
dF dF dF
) —_ — 4+ —dz_.:
(4) r dr + d_yd) = dz .0,
. . e dy dz
équations qui renferment les deux inconnues 7 ¢z au

premier degré seulement : on en tire

r_lz_d.z- dz ds dr
dx df dF dfdFf

2 __dy dzx dx Tl}-
dr ~ df dF  df d¥
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Si I'équation (1) ne contenait pas x, on aurait

af

-— =o0
dx ’

et 'équation (3) deviendrait simplement

;§ dy + :%r{z =03
d’ou l'on tirerait
af
dz T dy
dy  df
dz .

Cette derniére expression est le rapport des différentielles
de z et de y considérées comme fonctions de x; mais c’est
aussi bien la fonction dérivée de z considérée comme fonc-
tion de y, en regardant y comme une variable indépen-
dante. En effet, z étant fonction de y, en posant

z=1¢9(y)

et prenant les différentielles par rapport a x, on a, d’a-
prés la régle des fonctions de fonctions,

dz=¢'(r)dy, d'ou ﬁﬁ=§-

85. En général, si 'on a n équations entre  + 1 varia-
bles, une seule sera indépendante et toutes les autres se-
ront fonctions de celle-1a. On égalera a zéro les différen-
tielles des premiers membres de toutes ces équations; on
aura ainsi n équations ou dx, dy, dz, ¢ic., entreront au

. \ . d
premier degré, et d'ou l'on tirera les valeurs de TE’
[£
dz
iz’ etc.

86. Soient, comme exemple, les deux équations
(l) .z""+y’+z’:/{",
(2) ax 4+ by +cz + k= o;
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on en tire, par la différentiation,

zdx + ydy + zdz = o,
adzr + bdy + cdz = o,

d’ou
d_y' as — cx
(3) ‘ dz ~ cy — bz
dz  br—ay
(4) dz oy — bz

Voici l'interprétation géométrique de ce résultat : les
coordonnées étant supposées rectangulaires , les équa-
tions (1) et (2) représentent, la premiére une sphére dont
le centre est a 'origine des coordonnées et la,seconde un
plan; le systtme des deux équations représente donc le
cercle résullant de D'intersection de ces deux surfaces.

d .
di et d— donnent 'inclinaison des tangentes aux projec-

tions de ce-cercle sur le plan des xy et sur celui des zx.
On connait donc la projection de la tangente sur deux

des plans coordonnés, et par suite cette tangente elle-

méme.

DERIVEES ET DIFFtRENTlELLf‘.S DE DIVERS ORDRES.

87. Soient y = f(x) une fonction quelconque de x, et 5’
sa dérivée. Cette dérivée étant une fonction de x, on peut
la différentier, et I’on obtient ainsi la fonction dérivée
de y’ que 'on appelle la dérivée seconde, ou du sccond
ordre de y, et qu’on désigne par y”. De méme y” aura
une dérivée y”, et, en continuant ainsi, on aura les dé-
rivées de tous les ordres de y. On les représente aussi par
/‘I(x) f/l( ) fl/l( ) .

A ces dérivées correspondent les difféientielles succes-
sives de y. En regardant %, qui est 1’accroissement arbi-
traire de x, comme une conslante, on a

dy=y'h, d({dy)=d(y' h)=y"k,
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ct ainsi de suite ; donc, si I'on représente d (dy) par 4y,
d(d*y) par d?y, et ainsi de suite, on pourra écrire

dj‘ :J",l, d’]':_y’”h’a d:]:)’”,", ceay d"]':f(.),"-
Comme h, ou I'accroissement arbitraire de x, est la

méme chose que dx, ces relations deviennent

dy =y'dz, d'y—=y"dz}, dy = y"ds,..., d"y—=yMdz".
On tire de la les expressions suivantes pour les déri-

vées successives :

dy a'y Ly ay
[——C 7 "L .. R — —=—.
A —dr’ 7 T e Y dz®
88. ExemrLEs. 1° y = x™.
dy A *
Yy ou - = mz™—, :
d'y o >
el m(m — 1) z™,
dy _
. =m(m—1)(m— 2)z">
du
-é:m(m—l) (m —n + 1)z,
am
;;é:m(m—l) 3.2.1
: . . "y
On voit que, si m est entier, o @ une valeur con-

stante, et que les dérivées ultérieures se réduisent a zéro.

2° y=Az"+ Bz 4 Cam?+..

d

(-é =mAz" '+ (m — 1)Bam+ |,

*y

Z::m(m— Az"? + (m—1)(m — 2)Ba™" + .. .;
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et, si m est un nombre entier, '

dmy

= 1.2.3...m.A.
Les dérivées suivantes sont nulles.
3° y =a*.
dy d*y dy
E:ﬂ'] > dx::a‘(la)’,..., -E:a’(l )'
Sia=e,ona
d]_(l’y_ __d"y_ _
dz dz T T dr YT
4° ., = logx.
%:x—'.loge,
vy _ 1.z loge
T = 1 loge,
(18
d‘{: 1.2.23.]loge,
du
2—5—:(— 1"~'r1.2.3...(n— 1)a—".loge.
5o y == sinx.
dr_ os d’y__ . l’y__ . A .
d';—c x, -Zt—’_.—smz, 7;—'—— Ccos.x, -(—1-;._5"11.

Les dérivées suivantes reprennent périodiquement ces

quatre valeurs.
_ On peut remarquer aussi que

d’ . I
—y:sm (.r+-:;1r>,

. dx
d’ou
dy . 2 d¥y . ( 3
S—=SsSM|{T+ -7y —-=SIN|Z + —7)seeer
dr: . 2 ax? \ 2

et en général
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Pour y = cos x, on trouverait

dry n
—= — CcOoS a.'+;1r .

dx"

89. Quand la fonction y est implicite, on peut avoir
ses dérivées successives sans résoudre I'équation qui la
détermine. Soit

(1) Sz, y)=o,
on aura

d, d,
(2) —d—'i—i-?: =o,

équation qui fournit d’abord la valeur de y’ en fonction
de x et de y, ou en fonction de x seulement si I'on éli-
mine y entre les équations (1) et (2).

Maintenant, représentons par

?(® 0 y) =
P’équation (2), ou plus généralement une combinaison
quelconque des équations (1) et (2). On pourra considé-
rer la fonction ¢ comme identiquement nulle, si 'on y
suppose y et y’ remplacées par leurs valeurs en fonction
de x. Donc on doit avoir dp = o, ou

d de

d
T dx +—7d_)’+

J,d)"'—"°§

d’ou

dy ?
(3) dx+ =o.

4
dy’ ‘7/
Cette équation fera connaitre y” en fonction de x, y et
y', ou en fonction de x seule, si 'on élimine y et y’ entre

les équations (1), (2) et (3) (*)

(*) Si I'équation (1) renferme deux constantes, on peut les éliminer
entre les équatious (1), (2) et (3), et I'on arrivera ainsi a une équation
exprimant une propriété commune a toutes les courbes représentées par
Yéquation (1), dans laquelle on ferait varier ces constantes (83). On
pourrait éliminer un plus grand nombre de constantes en formant un
nombre suffisant d'équations différentielles.
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On trouverait de méme y”, y, etec.

Nous verrons plus loin (111) comment les équations
qui déterminent y”, y”, etc., peuvent se former au moyen
des dérivées successives du premier membre f (x, y) de
I'équation primitive, prises par rapport a x eta y.

DU CHANGEMENT DE LA VARIABLE INDEPENDANTE.

90. Si I'on a n équations entre (n + 1) variables, y, x,
t, u, v,..., on peut en regarder une comme indépen-
dante, et imaginer que toutes les autres soient exprimées
en fonction de celle-ci. Si I'on choisit #, par exemple,
on a

ry=1(t) et dry=1J™(t)dr.

Supposons, maintenant, qu'auparavant x ait éié la va-

riable indépendante, et que l'on ait .

_y:f(x) et x:q(t).

L’élimination de x entre ces deux équations conduirait
al'équation y= ¢ (z), qui, par la différentiation immé-
diate, donnerait les dérivées §’ (), $"(1),.0., ¢ (t) de y,
en considérant y comme fonction de la nouvelle variable
indépendante z.

Le probléme que nous allons traiter consiste a expri--
mer, sans passer par I'élimination de x, les dérivées ou
différentielles successives de y considérée comme fonc-
tion de t, au moyen de f'(x), f” (x), etc., et des déri-
vées ou différentielles de x prises en regardant x comme
fonction de t.

91. A cet effet, si I'on prend ¢ pour variable indépen-
dante, et que I'on considére x ct y comme fonctions de ¢,
on a, d’aprés la régle des fonctions de fonctions,

dy = f' (z) dz.

En différentiant cette équation par rapport a ¢ et regar-
dant dx, non plus comme une constante, mais comme
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une fonction de ¢, on a

d'y = f" (z)de* + f' (z)d*r. .

De méme,
diy == f"(z)dz* + 3 f" (z)dxd*x + f' (z)d>r,

ct ainsi de suite.

Si, au lieu des différentielles de y ou de ¢ (z) par rap-
port a t, on veut avoir ses dérivées ¢’ (¢) et §” (t), etc.,
il suffit de diviser les équations précédentes par dr, d¢?,
dt® respectivement, ce qui donne

¥ () == (z)¢' (¢)
V() ST (z) g (2] + f () 0" (4),
VI(e) - S (2) ¢ (6 + 3f7 (2) ¢ (e)e” (¢) + f' (=) ¢" ().

92. Réciproquement, si I'on connait les différentielles
ou les dérivées successives de x et de y considérées comme
des fonctions ¢ (), ¢ (¢) de la variable indépendantet, on
en peut déduire les dérivées f'(x), f” (x), etc., dey con-
sidérée comme fonction de x. Car on tire des équations
précédentes .

vy Y
S (=)=

” _drdly — dvd’x
S x)= dr* ’

" deldrdsy — dydd ) ——3(1’7'(!11'0"7—(11"1’7')
sy = o,

les différentielles dans les seconds membres étant tou-
jours relatives a t.

93. Voici un autre moyen d’arriver a ces formules.

On a d’abord
d
S (=)= d%;

En dilférentiant les deux membres de cette équation par
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rapport & ¢, on trouve

d_r __dzd'y —dydz b
fi(z)dz=d-— = ————>"—>

et, en divisant par dr,
” dzd'y — dyd*x
(o) = S,
Une nouvelle différentiation par rapport a ¢ fera con-
naitre f"(x), et ainsi de suite.

94. On doit remarquer que la dérivée premiére f' (x)
est la seule dont 'expression par les différenticlles de x
etde y reste la méme, quand on cesse de prendre x pour
variable indépendante ou quand dx cesse d’é¢tre con-
stante.

. . d, .
En effet, f' (x) est toujours exprimée par JE’ tandis

qque les autres dérivécs f” (x), f” (x), etc., qui sont re-
d’y d3y
dz?’ da?
indépendante, ont des expressions plus compliquées
quand on regarde x et y comme des fonctions de la nou-
velle variable indépendante t.

présentées par —» —= etc., lorsque x est la variable

95. Il se présente ici une vérification des formules gé-
nérales. Si I'on prend x pour variable indépendante, en
faisant x = t,on a

dr d*z d’r

=Y =% @
et I'on trouve
dy d’y _dy
fr(x) — d_..z" ¥ id (;,-) d:’ ’ f-(.r) = d_x’,...;

dr est a présent constante, et les différentielles dy,
d'y, etc., se rapportent a x.

96. Si l'on prenait y pour variable indépendante, I'é~
STCRM. — An., L. 6
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quation

r=r(2),
étant résolue par rapport a x, donnerait une valeur de la

forme
z=F(y)

F (y) est dite fonction inverse de f(x). Il faudrait faire
alors y =1¢, d'ou

dy=dt, dy—o, d'y—o,...,

puis
_d_y_ 1
P& = =T = Fi)
(7)
d*x
_ _dyd’z _ dyt  F'(y)
ﬁ('t)_‘ - dxz® -— dr\? —_F’(f).,
- (@)
()= dz dy d‘a;;- 3dy (d2z}
dzx d*x d*x
_ T Ga (7;) _3E () =P (y) F"(y)
- (c_ff) - F(y) ’
dy

.................................................

97. Exemrre. Soient y = f(x), et 'expression

dyi H .
- (‘ %) _ [+ (]
d_y fll(z)
dx?

dans laquelle dy et d* y désignent les différentielles de y
ou de f (x) par rapport a la variable indépendante x.

1° Si I'on prend pour variable indépendante une autre
variablet, liée & x et a y par les équations

z=g(t)h r=¥(
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les relations précédemment trouvées (92) donneront

d_}" 2 N
_ (l -+ '[E,) . (dx’ + (1)”)?,
T dzd'y — dydz” drxd'y — dydiz
dx?
ou bien ‘
Y] -
u=_ﬁ[“*¢mJ _ gy
POV ()= () e"()) (V" () — ¥ (8)e" (¢)
¢ (e)

2° Si I'on prend pour variable indépendante la fonc-
tion inverse y, on aura, en supposant x =F (y),

__[”%gyr__h+wum,
v —

wiw

T ()
dr
Par exemple, si I'on a
z=a(t—sint), y=a(1 — cost),
on aura ‘
dzx —a (1 — cost)dt, dy — asintdt,
d*x == asintde?, d*y — a costde*

La substitution de ces valeurs donne (en omettant le
signe —), _
e=2a\/2(1— cost) = 2V2ay.

EXERCICES. -
1. Trouver la dérivée de la fonction y donnée par Péquation
z/i+y+yy/i+z=o.

SoLuTION,
dy _ _Vitry r+2Vu+az)(+7),
dx Vi+z z42/u+z)1+7)
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2. Eliminer la constante a de 'équation

m
= ax —
y -+ z
SOLUTION.

dy\* d;
z (—ZLZ'Z e A T"—;: ~m — 0.
3. Lliminer a et b de Péquation

y—ax*—br=o.
SOLUTION.

Tzl T A
4. Eliminer a, b et ¢ de Péquation
z=ar+by—ec,
y étant une fonction de x.
SoLUTION.
d*z d’y d'z d‘yzo.

dz " dr’ T dt’ dd

8. Démontrer que si u et v sont des fonctions de x,on a '

d"uo (_ﬂu mill d*™~'u  m(m—1)d*e d*3u d™o
dem —den T " o 12 di des el

6. Trouver la m™™ dérivée de la fonction

7= e %% cos (zsing),

SOLUTION.

"y cosf -.
m:e"‘ 8% cos (x sin9 + m6).

7. Trouver la m*™ dérivée de la fonction

r=a"(1 —z)

SoLUTION.
amy o -
JF—H(” 1)...(n = m+1) (1 — z) 2™
mn P
> l_n——m+l 1 —x
+m(m—1) n(n—1) 2?
1.2 (a—m+1)(p—m—+2)(1—z)* "
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dly  dy . dy _
8. . -E,—-z‘g;‘i-é"a?.—o.

Que devient cette équation quand la variable indépendante est y?
SoLuTION.

d*x

T rEme =

dy  _r _
9- —:+ —0.

1+

Que devient cette équation quand on prend t pour variable indé-
pendante, sachant qu’on a

t=1(z+yiF7)°

-

SOLUTION. o
ly
pCA + y = 0.

2
0. (=)Ll —2 4 wy=o, z=oomt

Prendre t pour variable indépendante.

SovrvuTioN.

dl
2‘—{ +nry=o.
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SEPTIEME LECON.

DIFFERENTIATION DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
INDEPENDANTES.

Différentielles partielles et totales. — Propriétés de la différentielle totale.
— Différenticlle d’une fonction composée, — d'une fonction implicite.
— Dérivées et différentielles de divers ordres. — Théoréme sur 1’ordre
des différentiations. — Différentielles totales de divers ordres des fonc-
tions explicites ou implicites.

DIFFERENTIELLES PARTIELLES ET TOTALES D’UNE FONCTION
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEFENDANTES.

98. Si dans une fonction de plusieurs variables indé-

pendantes
u=f(z,7,3),

on ne fait varier que x, et qu'on prenne la dérivée
de la fonction par rapport a x, cette dérivée partielle

. « » Au o
qui est la limite du rapport <5 ) sera une cerlaine fonc-

. , . du
tion 9(x, y, z); on la représente par la notation — ou

dz
d
-ﬂ-%:r—’z)-- La dérivée partielle, multipliée par dx ou par

Paccroissement arbitraire de x, donnera la différentielle
, \ du
partielle de u par rapport a x, ou o dx.
On pourra prendre de méme la dérivée et la différen-
tielle de u par rapport a y, et aussi par rapport a z.

99. Si I'on pose

du du du .
I,’.:?(""’J" z), :1;’:—‘;’(-'-':.7',5): g:x(x,_r,z),

la somme des différentielles partielles de u par rapport a
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" toutes les variables, on
¢ (% 7,2)de + Y (2,7,2)dy + x (,7,2) dz,

sera nommée la différentielle totale de u. Dans cette
expression, dx, dy, dz désignent les accroissements arbi-
trairesde x, y, z,ou Ax, Ay, Az.

100. Pour trouver I'expression de 'accroissement total
Au de la fonction u, nous allons reprendre la marche
suivie pour démontrer la régle des fonctions composées. -
On autra, en désignant par «, 6, y des fonctions qui tendent
vers zéro, avec Ax, Ay et A z respectivement,

(1) fz+Az,y,3)—f(x,5,2) =[¢ (%, 7, 2) +a]Ax,
(2) f(x’f"'Afvz)"‘f('tr.79z):[‘l’(z’.7’z)+6]A]1
(3) Sflayy,z—+Az)— f(z,7,2) =[x (=, ¥, 2) + 7] Az.

Supposons que 1'on fasse varier seulement x dans I'é-
quation (2), puis x ety dans I'équation (3), il viendra

(4)

et

(5)

Sflz+ Az, y + Ay,2) — f(x + 8z, y,3)
3 =[y(z+ Az, y,2)+ 64y

Sflz+Az,y+8y,z+8z) —f(x~+ Az, y +Ay,2)
=[x (z+Aaz,7+4y,2) +7'] 43
6’ s'évanouissant avec Ax et Ay, et 7’ avee Ax, Ay et
Az
Si I’on ajoute la premiére équation avec les deux der-
niéres, il vient .
f(z+ Az, y + Ay, 3+ 082) — f(z,7,3)
=[¢(x, 72 +a]az+[{(x+Az,7,2)+6]ay
+ [x(x+ Az, y + Ay, z) + '] Az,
ou, en désignant par f3” et 7" de nouvelles fonctions qui
tendent vers o,

(6) | Au=[g(2,7,3)Ax-+{ (2, 7,2) Ay +x(2,7,3) Az]
+ (aehz + B"ay + 9"Az).

Ainsi 'accroissement de la fonction u se compose de



88 COURS D'ANALYSE.

deux parties : dans I'une, les accroissements des variables )
sont multipliés par des fonctions indépendantes de ces
accroissements, et qui sont les dérivées partielles de u;
dans I’'autre, ces accroissements sont multipliés par des
quantités a, B”, y” qui s’évanouissent en méme temps
gu’eux. Dans le cas ou les variables indépendantes se ré-
duisent a une seule, la premiére partie se nomme diffé-
rentielle de la fonction. Il est donc naturel de donner,
-dans tous les cas, a cette premiére partie, le nom de dif-
férentielle totale. .

101. Voici quelques exemples de différentielles totales:
1° u—=z"y", du=—mx™"'y*dr + nz"y*'dy.

a
2 u—-__‘y__,

Vl x4 y?

__a Vo yidy — aydyz'+
- z* 4 y? ’

d r_.z"—i—_y’: a:d.r:-l—yd;"

v+

du

ct comme
il vient
— azydzx -+ ax’dy
5 .
(& +77)?

e u = arc tang Z,
x

du —

- d {
' zdy — ydx
du — _)”: x’—l—_y’ .
l+——’
x

PROPRIETES DE LA DIFFERENTIELLE TOTALE.

102. Nous avons vu, au commencement du Cours (22),
que la limite du rapport de I'accroissement d’une fenction
d’une seule variable a sa différenticlle est I'unité (pourvu
que la différentielle ne soit pas nulle). Le mé¢me théo-
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réme a lieu pour les fonctions de plusieurs variables
indépendantes.
On a, d'aprés la définition de la différentielle totale,

du=g(=,y,2) 8z + (2, 7,2) 8y + x (2, 7,2) 83,
par conséquent (100),
Au—du—aldz+ B"Ay + y"Az;
puis, en divisant par du,

Ay Az
II___+_ Il__
Au ¢+ﬁ Ax 7 Ax

—_—— = - e

du Ay Az
o(z, 7, 2) + Y (z,7,2) Az -+ x(x,752) Az

Lorsque Ax, Ay, Az deviennent infiniment petits,
le numérateur tend vers zéro, mais le dénominateur ne
devient pas infiniment petit, tant que 'un au moins des
Ay Az
8z Az
I'unité, si les valeurs des accroissements Ax, Ay, Az
n’annuient pas du.

o . . . Au
rapports reste arbitraire. La limite de T est donc

103. Quand une fonction de plusieurs variables est
constante, sa différentielle totale est nulle.

En effet, la dérivée de cette fonction par rapport a
chaque variable est nulle, par conséquent sa différenticlle

. d d d ) .
totale, qui est :TZ dr+ d—'; dy+ 2:—‘ dz, est nulle aussi.

On en conclut que si deux fonctions ont une différence
constante, leurs différenticlles partielles ou totales sont
égales. Car si u — v = ¢, ¢ élant une constante, on a

d(u—v) ou du—dv=0 et du=—cd.

Et réciproquement, si du = dv, on a
d(u_p) . (](u_y) d(u_.u)
d(u—v)= .
(a—v) ; dr + & dy + pr dz

=o,
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égalité qui entraine les suivantes :

d(u—o) din—v) dlu—o)
= % T T % 0 °

puisque les accroissements dx, dy, dz sont tout a fait
arbitraires. Par conséquent la différence u — v est indé-
pendante de chacune des variables x, y et z (24). Clest
donc une constante.

DIFFERENTIATION D UNE FONCTION COMPOSEE DE FONCTIONS
DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES.

104. Si une fonction est composée, par exemple, de
deux fonctions des variables indépendantes x, y, z,
comme p = F (u, v), on aura, en la différentiant tour
a tour par rapport 4 chaque variable,

dp_dp du_ dp do
dz~ dudr v dz
dp _dpdu dpdp
dy ~dudy " dv dy’
dp __dpdu  dpdv
de ~ dudi  dv dz’

’

d

;{3, - dés:gnant les dérivées de p ou de F (u, v) prises
par rapport a chacune des quantités u et v, comme si u
et v étaient des variables indépendantes.

En multipliant les dérivées i—'n, d_, 7 par dux, dy, dz

respectivement et ajoutant, on aura la dxﬂ'erenllelle totale

dep,
dp

Z do.

d
dp:ﬁdu-i—

Les facteurs du et dv qui multiplient les dérivées par-

tielles 22, © - desxgnent les différentielles totales de u et

(1

de v. Ainsi le théoréme relatif a la différentiation d'une
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fonction composée (47) s’étend au cas de plusieurs va-
riables indépendantes.

DIFFERENTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES DE PLUSIEURS
VARIABLES INDEPENDANTES.

105. Soient, par exemple, les deux équations

(1) Sz, 7,2, u,v)=o0,
(2) F(x,y,3, u,v)=o0.

On peut choisir x, y, z pour variables indépendantes :
alors u et v sont des fonctions implicites de ces variables.
Or, f(x, y, 2z, u, v) et F(x, y, 2z, u, v) ayant, pour
toutes les valeurs des variables x, y, z, une valeur con-
stante qui est zéro, leurs différentielles totales doivent
étre nulles (103). On aura donc

df df df | df df
— d. — - —_ — —_—ady =
(3) e 4x+ dr dy + e dz + o du -+ - dv—=o,
dF dF dF dF dF
(4) d—:dx-f-z.;dfﬂ‘ Edz+;;du+ :l:-deo.

De ces deux équations on tirera les valeurs de du et de dy
qui 8’y trouvent au premier degré.

DERIVEES ET DIFFERENTIELLES DE DIVERS ORDRES.
106. Soit
u==f(z, 7, 2)
une fonction des variables indépendantes x, y, z. Les
régles relatives aux fonctions d’une seule variable

. [ q: b s . . du
donnent immédiatement les dérivées successives —s

dz
du d"u . du d*« du d*u
E,"" el puss z-r"", ;(}’—"e Zo‘_,“" d
Or toules ces dérivées sont des fonctions de x, y et z,

qui ont elles-mémes leurs dérivées par rapport & chacune
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2
dr
—
a-dire la dérivée par rapport 2 y de la dérivée de u par

rapport a x.
Pour plus de clarté, on pourrait indiquer ces deux

du
a, (%
4 ([I) d.d.u

dy ou dy dx
ddu d*n
m ou dydx
I'ordre des différentielles dy et dx au dénominateur in-
dique suffisamment qu’il'faut prendre d’abord la dérivée

des variables. Ainsi 'on peut prendre y C’est~

; mais il

opérations successives par

suffit d’écrire simplement ———s parce que

d . . du ite 1 Ve .
eun par rapport a .r, qui est 3;, et ensuite la dérivée

de — par rapport 4 y. De méme ——— exprimera la dé-

d I
rivee par rapport a x de la dérivée deyu par rapporta y.
On indique d’une maniére semblable le résultat d’un
nombre quelconque de différentiations successives exé-.
cutées dans un certain ordre sur la fonction u par rapport
d'e

aux diverses variables qu’elle renferme. Ainsi ————-
: dzdredydz

. s ’ , du .
signifie qu'il faut prendre d’abord 7 = W, ensuite

du, . du, o duy ’

—=u —=u nfin == = u,. st ce der-

p 2y Puis —— sy €t € o =W Ce

nier résultat u, qu'exprime la notation d'u
s quexp dzdrdydsc

THEOREME SUR L’ORDRE DES DIFFERENTIATIONS.

107. Le résultat final de plusicurs différentiations
successives est toujours le méme, quel que soit l'ordre
dans lequel on opére par rapport aux diverses variables.

Je dis d’abord que

du du
d;.; d_]' d*u __ d'u

T T T i axd
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En effet, si I'on ne fait varier dans la fonction u que x

et y, on peut, en faisant abstraction des autres variables,
représenter u par f(x,y). Or on a

O Slerhy)—fin )= (T )

a étant une fonction de x, y et %, qui tend vers zéro en
méme temps que %, quelle que soit la valeur qu’on donne
ay

Changeons dans cette équation y en y + k. Le premier
membre devient

f(.z‘-ﬁh,]—l—ﬂ-f(x,y—i—k).

d .
Dans le second, ~- devient
dx
du
du dx
e 1 :
&g krek

3 tendant vers zéro avec k; a prendra une nouvelle valeur
cooode g g

de la forme « + «’k, ' ayant pour limite 0 8 k dimi-
. dy

nue jusqu'a zéro; cette nouvelle valeur devant encore
devenir infiniment pelite avec % quel que soit £, il faut
que &’ s’annule aussi avec 2. On aura donc

Sz by + k) —f(2 7+ k)
(2) du
du

—\

8k ) b (a4 o k)
. dy :
En retranchant la premiére équation de la seconde, puis
divisant par hk, il vient

‘ fle+hy+k—flz,y+k)—f(z+h y)+flz, 1)
hk
(3)

du
dar

= — 6 ’o
dr + 64«
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On voit que le second membre, et par suite le premier, a-
du

. . ix . . .
pour limite —J;:’ quand % et k décroissent indéfiniment.

Mais en faisant varier dans f(x, y) d’abord y et en-
A
suite x, on trouverait de méme que -d.'r;y est  encore la
limite du premier membre de I'équation (3) quand % et &
tendent vers zéro.
Les deux limites doivent &tre égales; on a donc

du du
dr dy d*u  d'u

Ay  de °% dyds dzdy

Il est bon d’observer que le premier membre de I'équa-
tion (3) équivaut aux deux expressions (¥)

A, B et Ay A,u,
AxAy Az Ay

le sorte quon a
AyjAru—=A7;4,u,

aussi bien que
dyd.w—d,d,u.

108. Il résulte de la que si I'on avait a différentier une
fonction plusieurs fois de suite par rapport a diverses
variables et dans un certain ordre, on pourrait, sans
changer le résultat final, intervertir I'ordre de deux dif-
férentiations consécutives. On démontrera énsuite qu’il

"est possible d’amener chaque différentiation a tel rang
qu’on voudra, et par suite d'intervertir & volonté I’ordre

(*) A, u indique 'accroissement de u lorsque, y ne variant pas, x est
changé en £+ Az. A A_u est l'accroissement de A u lorsque, x restant le
méme, on changey eny -+ Ay. La notation d_u est quelquefois employée
pour désigner la dérivée de u par rapport a z. Alors d,d_u =d (d u).




SEPTIEME LEGON. g3
des différentiations successives, de la méme maniére
qu'on démontre en Arithmétique qu'un produit reste le
méme, quel que soit I'ordre de ses facteurs, quand on a
prouvé qu'on peut échanger deux facteurs consécutifs.
On aura, par exemple,

d®u dtu dtu
drdzdrdydidz  didzdydrdzdr  dodydz

409, ExempLEs. 1° u=3x"y"

du du
— = mx™ 'y, — —=npx"y*t:

dx dy
du
dd_: _d*n N
dy dzdy FTT
s |
dz __ d*u g =t — d*u
dz dxdy 0 T dydz
2° u = arc tang‘z-
x
du — du x

iz w4y A&y wagr
d*u _ y*—ax*  d'u

drdz  (#4+y')  dedy

DIFFERENTIELLES TOTALES DE DIVERS ORDRES D UNE
FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES.

110. Soit u une fonction de trois variables indépen-
dantes , y, z, et proposons-nous d'en calculer les diffé-
rentielles totales du, d*u, d*u, ctc.

La différentielle premiére est

. du du dn
du_zdx—f-ady+;1—z-dz.

On aura la différentielle totale de du ou la différen-
tielle totale et du second ordre de u, en prenant la diffé-



96 COURS D'ANALYSE.

renticlle totale de chaque terme de du, ce qui donne, en
d*u d’u

b
observant que ——- Dds = Tdy

~—-9 elc.,

(:’;—: dz+%rdy+%dz)dz
+(;§;’(ﬁr—dz+ %dy+(;’dzdz) Iy
((;—:%dx+z‘;i‘;—:dy+ rcll—z’- dz)dz,
ou
d’u:Z;:ldz’-g—(;" ly +2ddd dxdy

>

d?u d*u
+2mdldz+2‘md)’dz-

On voit que d*u eut se former en Clevant au carré la
q
du

différentielle premxere — dx + - dy-l— dz, pourvu
qu’au numérateur de chaque terme du carré développé
on remplace du? par d*u. Avec cette convention, on écrit
la formule symbolique

du du du O]
2 — | — — — .
d "——~( , dx+djd‘y+dz dz)

On aura de méme en général

du du du (n)
du__(z;dz-}--d—-jdy—{—;z—dz) ’

I’exposant entre parenthéses indiquant qu'il s’agit d’une
formule symbolique, c'est-a-dire d’une expression dans
laquelle il faudra remplacer du” par d"u aprés le déve-
loppement.

On démontre la généralité de cette formule &n prou-
vant que, si elle est vraie pour un certain indice 7, elle
est encore vraie pour I'indice 7 4 1.

En effet, un terme quelconque du développement
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symbolique de 2" u est de la forme

du® .
—_————— dxP 9dT
(1) kdxpd_y? dz’dI dyidz,
ou
pt+q+r=n,
et

. 1.2.3...n
1.2.0.pX1.2...4XI1.2...T

Le terme correspondant de d"u est

d™u
—  dzPdyidy.
(2) kdd’dy?dz“k‘dy dz
On aura d"*'u en prenant la différentielle totale de
chaque terme de d"u. Or la différentielle totale du
terme (2) peut s'obtenir en multipliant sa valeur symbo-
lique (1) par I'expression

du du

du
(3) Z—tdz+ dj+—zdz,

dy d;

pourvu qu’aprés le déveioppement du produit on change
dut* en d"*'u. Donc la différentielle totale de d”u ou
- d™'u s'obtiendra en multipliant par I'expression (3) la
valeur symbolique de d"u qui, par hypothése, est la
puissance n*"* de la méme expression. On aura donc
aussi la formule symbolique

du du du (r+1)
dl+l — —_— — — .
« (da: dzx + pr dy + p dz)

DERIVEES PARTIELLES DES FONCTIONS IMPLICITES, '

111. Une équation f'(x, y) = o entre deux variables x
ety donne, comme on I'a vu,
df _dfdy _
() = a ="
STURM, — 41, 1. 7
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d’on
df
dy . dz
dz—  df
dy
On peut exprimer les dérivées suivantes ?7 ':{, etc.,

par les dérivées partielles de divers ordres de f (x,y), car
en différentiant par rapport & x I’équation (a), dx étant
regardée comme constante, on trouve

Bf L Af dy &S D\ A dy
(8) E+2dxdy d.t+d_y( >+

dj da
. d{y
‘ Al 1’ . — .
d’ou l'on tire 3
En différentiant de nouveau, on obtiendra successi-
d”y d‘y
vement —=5 —=0

112. Si I'on a une seule équation entre trois variables
(r) Sz, 5, 2)=0o,

deux quelconques d’entre elles x et y sont indépendantes,
et la troisiéme z est une fonction déterminée de celles-ci.
On trouve les dérivées successives de z de la maniére
suivante.
En différentiant I'équation (1) par rapport a x, dont z
“est une fonction, on a

df  df dz
() =t am T
T . dz R
d’ou l'on tire o On a de méme
. df df dz
SN T Hm

, . . dz
¢quation qui donne la valeur de .
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En différentiant I'équation (2) par rapport ax, on aura

d*f d*f dz d*f * df dz
2 T dzdzs dz T dz dr T

dz
d’ou I'on tire — -
dx?

En différentiant I'équation (2) par rapport a y ou 1'é-

quation (3) par rapport a4 x, on trouve également

d*f dif dz+ dif dz+d’f dz dz+df dz
dzdy = dyd: dz ' dzdz dy  d7* dz dy = dz decdy

d’ou I'on déduira

dz
dzdy
Enfin, en différentiant I’équation (3) par rappert a y,
on aura
af L Af di f(dv)’_*_ af b= _
“dy? dydz dy = dz* \dy dz dy

. . o L .
équation qui fera connaitre Z=. On wrouverait de méme
. d]’?
dz dz
dz®’ dridy’

————— e

113. Par exemple, I'équation de la sphére

x4yt +zt—a=o

donne
dz dz
.1:+zd—=o, _7‘+sz =o,
dz d?z - dz +zd’z—o
I+ s +2z s =0, dy d?’_ )
dz dz g dz —o:
dzdy  dzdy
d’ou l'on tire
dz __ x dz 'y
dz— 3z dy iz’
3z x? 4 22 diz _ y*+2 dz __  xr
s @  dyt #  dzdy @
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EXERCICES.

4. u=arcsin \ /%‘, du = (I’+)x‘,‘;_71(ydc—x:b').

2. u=2", du= _r"'(l_rlztir+—lzd +"‘)

3. u, v, z étant des fonctions d’un nombre quelconque de varia-

bles, vn a
d.uwz = vzdu + uzdy + uvdz,

la lettre d désignant une différentielle totale.
4. Démontrer les formules

& uvz—udt vz—od .uz—zd* .uv+ vzd .u+uzd? .o4-uod® 2= o,
& woz —ud vz—vd® uz— 2. uw+-0z2d® .u+-uzl . v+ uvd® . 2= 6 dudvdz.

8. u et ¢ étant des fonctions d'un nombre quelconque de varia-
bles, on a, pour ik < m,

m(m—1
1.2
F m(¢n'dlug)f = (¢"du) =o(*).

(@'ug™) —m(gd .ug™" 4 ) (gt ugm-ryp—
?

{*) Voir, pour cette formule et d’autres analogues, mon Meémoire sur
quelques formules générales d’analyse (LiouviLLg, t. XXI, p. 321). P.
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HUITIEME LECON.

APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFFERENTIEL.

DEVELOPPEMENT EN SERIE DES FONCTIONS D'UNE
SEULE VARIABLE.

Démonstration de la série de Taylor. — Remarque sur I’emploi de cette
formule, — Autres formes du reste. — Série de Maclaurin. — Remar-

* ques sur la série de Maclaurin. — Seconde démonstration de la série de
Taylor

DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR.

114. On avu, dans I’ 4lgébre élémentaire, que si 'on
change x en x5 dans une fonction entiére de la
variable x, désignée par f (x), on peut développer
f(.1:+ k) en une suite de termes ordonnés suivant les
pulssances entiéres et positives de I'accroissement 1, et
qu'on a la formule

S(x+k)=f|z)+ hf () + —f”(.r)
+ _’_— _fr(=) +.
1.2.3..
f' (x), f" (x), etc., étant les fonctions dérivées succes-
sives de f(z). Cette suite se termine d’elle-méme et con-
tient m + 1 termes, quand f(x) est une fonction entiére
dontle degré est m; car sa fonction dérivée de 'ordre m
est une quamité constante, et les dérivées des ordres
supérieurs & m sont nulles.

Nous allons voir comment la formule précédente peut
s'étendre a une fonction quelconque f (x) d’une va-
riable x.

Représentons par R le reste qu’on obtient en retran-
chant de f (x + &) la somme des » + 1 premiers termes
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de la série
. 7 h’ " hn (n)

qui a un nombre indélini de termes, quandf(x) n’est
plus une fonction entiére; on aura

[ R==s (e 1) —f(2) =47 (=) - ;’%f”(,)_

(() hn
( o 1.2.3...nf(u) ().
Faisons x4 /A= z,d’ ol résulte 2 = z — x, et nous aurons
( )‘R—f~)—f\x — (=1 (0) = B ()~
2
QAT

R dépend, comme on voit, de x, de z et de .

Comme x et z sont deux quantités indéterminées et
indépendantes I'une de 1’autre, on peut faire varier x
en laissant z constant et prendre la différentielle ou la
dérivée de R par rapport a la variable x. On aura

R =/ (2 = (s — ) () = L ()
(z_x v (z—.r)" n+1
_123f( ‘T Y.2.3.. f( ' (=)
f (2) + (z—z)f”(x)+( )f”'( )+
(z — )"

S (.z‘)

Tous les termes du second membre se détruisent, excepté
le (n +1)%me, de sorte qu’on a simplement

dR (z— )"

@) &= Tas.al e

1.2.3...(n—1)

Cette formule va nous servir a déterminer deux limites
entre lesquelles le reste R sera compris.
Si I'on remplace f (*+!) (x), dans le second membre,

-
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par une constante arbitraire C, on aura

d (z——-.t)""" . (z — )"
de’ l.2.3.../)(n+l)c__ T30

En retranchant cette équation de la précédente, on trouve

(4) %[R— (z — )™+t C]_(-z——x)n [C— £ (2],

1.2.3...(n+1) | 1.2.3..n

équation qui a lieu quelles que soient x et z.

115. Supposons a présent x moindre que z ou l'ac-
croissement % positif (puisque 2= z—x) et admettons
qu'en faisant croitre x depuis une valeur quelconque
plus petite que z jusqu’a la valeur z, la fonction £+ (i)
reste finic et continue, ou, en d’autres termes, varie par
degrés insensibles. Désignons par M la plus grande et
par m la plus petite des valeurs que prendra cette fonc-
tion. En remplagant C par M dans I’équation ci-dessus,
le second membre sera positif ou du moins ne sera jamais
végatif pour les valeurs de x croissantes jusqu’a z (¥),
Ainsi I'on aura

d (2 — )+t -
dz R— l.2.3...(n+I)M:|)‘(.).
Donc, tandis que x croit jusqu’a z, la fonction

(Z J— x)n+|

1.2.3...(r41)

croit aussi continuellement, puisque sa dérivée reste po-
sitive (ou plutét ne devient pas négative). Mais cette
. (Z —_— z}n-’-l )
fonction R — ————"—— M est nulle quand x de-
©1.2.3.. .7 1) v
vient égale & z [car alors le reste R est nut, formule (2)].
Donc elle est négative pour les valeurs de x moindres

que z, et par conséquent on a

(z — z)++
A N A

(*) Ce second membre pourra étre nul pour une valeur particuliére de =,
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Si dans la méme équation (4) on remplace C par m, qui

est la plus petite valeur de f*+) (x), il vient

d (z — =)+ ‘

dz [R T 1.2.3. . (n+1) m] <o
Donc, en faisant croitre x depuis une valeur quelconque

. (z — =)+

1.2.3..(rn+1)
- puisque sa dérivée est négative; et comme cette fonction

s’annule quand x atteint la valeur z [formule (2)], elle
doit étre positive pour les valeurs de 2 <C z. On a donc

jusqu’a z, la fonction R — m décroit,

(z — x)n+l

R TR T L

Voila deux limites de R.

116. Supposons maintenant x plus grand que z ou
h négatif, et désignons toujours par M et m la plus
grande et la plus petite valeur que prendra £+ (x), si
I'on fait croiire x depuis la valeur z jusqu’a une autre
valeur quelconque plus grande que z. En remplacant la
constante C tour a tour par M et m dans I'équation (4),
on aura, si le nombre 7 est pair,

d _(z—= .z)"'"

aTz‘[R 1.2.3...(n+1) ]>°’

d (z —_ I)n-i-l

Zz[R—l.z .. (r—+1) ]<o
Donc, en faisant croitre x depuis z jusqu'a une valeur

(z —_— I)n+l
.2.3...(r+1)

dabord nulle pour x = z, croit en méme temps que X,
et par conséquent est positive. On a donc

M, qui est

quelconque, la fonction R —

(z—.l‘)"'“

1.2 (n +,1)

R> M,
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et I'on trouve de méme

(z —_ x)n—H

R 3™

Si n est un nombre impair, on trouvera les mémes
limites de R, mais prises dans l'ordre inverse, et par
conséquent les deux inégalités seront les mémes que dans
le cas ou x était moindre que z.
. On remarquera qu'en supposant la quantité x plus
grande que z, le facteur (z — x)"*! est négatif ou positif,
selon que 7 est pair ou impair. '

117. 11 résulte de ce qui précéde qu'on a, dans tous
les cas,
( z — x)n-l-l

T123.. (v

en désignant par K une quantité comprise entre M et m.

Donnons maintenant 4 x une valeur fixe arbitraire, ct
désignons par x’ une variable qui reste comprise entre
les deux valeurs déterminées x et z ou xet x + h. La
fonction f "+ (x'), qui, par hypothése, reste finie et con-
tinue quand x’ varie depuis x jusqu'a x - %, passera
successivement par tous les états de grandeur intermé-
diaires entre sa plus grande et sa plus petite valeur, entre
M et m; elle deviendra donc égale a la quantité K, qui
tombe entre M et m, pour une certaine valeur de la va-
riable 2’ comprise entre les valeurs extrémes x et x + A.
On peut représenter cette valeur de x’' par x + 6%,
6 étant un nombre positif plus petit que 1'unité et d’ail-
leurs inconnu, de sorte qu’on aura :

S+ (24 0h) =K.

L’expression précédente de R deviendra donc

i+t
(5) n=I.2.3...(n+1)f(H-)(x+0h);

en I'égalant & son cxpression primitive (1), on aura enfin
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la formule de T aylor

6)~ f(x+h):f(.z-)+lzf’(.c)+—llliz—f”(.r)—!—...
(6] :

( +—Lbf(n)(x)+~—h'2_‘—_f("+')(z+6]));
1.2.3. 1.2.3...(#n+1)

la quantité % est a volonté positive ou négative.

Cette formule a lieu pour toutes les valeurs de x et de
x + h comprises entre deux limites a et b (a étant
<Cou >>b), pourvu que "+ (x) reste finie et continue
pour toutes les valeurs de x comprises 'ntre a et b, et
qu’en outre chacune des fonctions f(x), 7'x),..., f ("’ (=)
ait une valeur finie et déterminée pou: x. Ces foncuons
resteront alors finies et continues, comme f"+!(x), pour
toutes les valeurs de x depuis @ jusqu'a b. En effet, une
fonction reste finie et continue dans un certain intervalle
quand sa dérivéen’a que des valeurs finies, car la formule

(2 +082)—o(z) = [¢/ (z) + ]Ax

fait voir que ¢(x) varie par degres insensibles en méme
temps que X, si ¢'(x) est toujours finie.

Les fonctions dérivées d’ordre supérieur 4 n + 1 ne
sont assujetties a aucune condition.

. AUTRES FORMES DU RESTE.
118. Sil’on sait seulement que la fonction f("’ (z') est
finie et continue quand x’ varie depuis x jusqu’a = + £k,
et qu'on n’ait pas la méme certitude pour £+ (x' ), on
peut écrire

f(@+h)=f(2)+hf (1) +...+ 1.2. 311. (n—l)f(“—n @

+ Tz.%'.—..;f‘"’ (2 + 04).
2.’; - S (x),ona
Se+h)=flz)+hf (z)+.. v s
(7) .
O (e 00—/ (a))
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Le reste R, qu'il faut ajouter a la somme des n -1 pre-
miers termes de la série indéfinie

hn
A 2 )] [T
1.2.3...nf (=) ’

£+ Bf (@) + e f ()
pour avoir la valeur exacte de f(x %), prend donc cette
nouvelle forme :

(8)  R= -t [f0)(c+08) —fO (2)].

1.2.3...

Le nombre 6, plus petit que 'unité, qui entre dans les
formules (7) et (8), n’a pas la méme valeur que dans la
formule (6).

La formule (7) suppose que f( (') reste finie et con-
tinue pour toutes les valeurs de la variable 2/, depuis x
jusqu’a x + h; elle n’exige aucune condition relative aux
dérivées d’un ordre supérieur a n. Celles-ci pourraient
devenir infinies ou discontinues pour des valeurs de x’
comprises entre x et x -+ &, sans que la formule cessat
d’¢tre exacte. Ainsi, en donnant & x une valeur particu-
liére, ce développement (7) de f(x + %) peut étre exact
quand on l'arréte a un certain terme, et devenir inexact
si 'on voulait le pousser au dela.

Supposons, par exemple, qu’on ait

Sf(=z) =¢(z) + (z —a)* ¥ (=),
p étant un exposant positif fractionnaire ou incommen-
surable compris entre les entiers n et n —1. Les dérivées
‘de f(x) seront finies et continues pour £ = a jusqu’a
«f®" (x) inclusivement, en supposant que les dérivées de
9 (x) et de ¢ (x) le soient; mais au dela elles deviendront
infinies pour x = a. Le développement de f(a +- &) ne

hr
cce M > S A (n) a
devradoncétre poussé que jusqu’au terme >3 S ™ (a)
toat au plus, et on le complétera en lui ajoutant le reste
/1
—_— [f™ — f(m
1.2.3..‘./1[/ (¢ +0h) —f ™ (a)],

qui est une fonction centinue de /4.
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119. Le reste R de la série de Taylor peut encore éire
mis sous unc.autre forme, qui est utile dans certains cas.

En désignant par ¢ (x) une fonction quelconque de x,
on a, d’aprés la formule (6),

o(z+ k) =g¢(z) + hy' (z + 04),
ou, en remettant z—x a la place de 4,
p(z)=¢(2) + (2 —=2)¢ [z +0(z—=)];

mais si ¢ (x) 'représenle le reste R,on a

(z——.r)

(1)
1.2.3.. f (.r

¢(z)=o0 et o'(z)=

[formule (3)], de sorte que I'équation précédente devient

) — __4\[.,—-.2‘—-0.,—.:] (n+1) ’
g(z) on Re=(s—2) BT BB pro o0z —a)]

ou

(9) R= 00 fen (2 4003

0 est toujours un nombre positif plus petit que Punité,
dont la valeur n’est pasla méme que dans les formules (6)

et (7).
REMARQUE SUR LA SERIE DE TAYLOR.
120. Si ]'on arréte la série de Taylor 4 un terme quel-
conque - f (") () qui ne soil pas nul, on pourra

toujours prendre la quanme h assez petite pour (que ce"
terme surpasse en valeur absolue /e reste qu’il faudrait
ajouter a la somme

f(z)+l:f/(.z-)+...+l_:;%;f(n)(z),

afin d’avoir la valeur exacte de f(x + ).
En effet, si 'on prend la seconde forme du reste (8),
* pour que le terme qui contient " surpasse le reste corres-
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pondant, il fant qu’on ait (en ne considérant que la valcur
absolue de chaque facteur)

—3_—f( ) (2) > ..__I_'_j'[f(n)(x+ 0h) —f ()]

1.2

ou simplement
SO (2) >0 (2 + 0h) — FO)(z).

Cette condition sera toujours remplie, en prenant %
suffisamment petit, si f(*) (x) n’est pas zéro etsi f ™ (x')
reste finie et continue pour toutes les valeurs de x'
comprises entre x et x —+ h, puisqu’alors la différence
f™(x+0h)—f™(x) tend vers zéro en méme temps
que A,

On voit méme que le rapport du reste R au terme en /*
ou l'on arréte la série tend vers zéro a mesure que %
dimiaue.

SERIE DE MACLAURIN.

121. Si P'on fait x = o dans les équations (6), (7) et
dans celle qu’on obtiendrait en substituant I’expression (g)
de R, et qu’on remplace ¢nsuite la lettre & par la lettrex,
on obtiendra les formules

fl&) =(0) +f (0) + = £ (0) +-..

-1.'. Tn+|
») —_—
1.2.3...n S o)+ 1.2.3...(n+1)

fz)=f(0) +f (o) + %f”(o) +

f(ﬁ‘)(e"’)’

(10){

+l.2.x3n f” (O)+

f(x)=f(0) + zf'(0) + l%f"(o) +...

A O

(n1) .
1.2.3...n Sr(6a)
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On développe ainsi une fonction quelconque de x en
une suite de termes ordonnés suivant les puissances en-
tiéres et ascendantes de'x, pourvu que la fonction dérivée
de V'ordre 1 + 1 ou celle de 'ordre n de f(x') reste finie
et continue pour les valeurs de la variable 2’ comprises
entre o et x.

Si, lorsque n croit indéfiniment, 'une des expressions

i+l ' z"
—_— . f(n) S
1.2.3...(7 +1) S (o), 1.2.3...n

[f™(6x) —f"{o]]

ou
Ly — g
—_— T Ff(n+)(p
1.2 3...n f (6=)

tend vers o, du moins lorsque x est au-dessous d’'une
certaine limite, la série

£(0) + 2" (0) + 2= f"(0) + == f"(0) +. ..

indéfiniment prolongée sera convergente, et, en outre,
aura pour somme f (x). On a donc

fiz)=rf(0) +zf' (o) +l'—r';f”fo) -+ r’i—?’f”(o') R

Cette  derniére formule est celle de Maclaurin. Si
elle était démontrée avant la formule de Taylor, on
pourrait en déduire celle-ci, en considérant f'(x + £)
comme une fonction de % 4 développer suivant les puis-
sances de & par I'une des formules (10).

REMARQUES SUR LA FORMULE DE MACLAURIN.

122. La fonction f(x) ne peut pas éwre développée sui-
vant les puissances de x par la formule de Maclaurin,
quand cette fonction ou I'une de ses dérivées devient in-
finie ou discontinue pour x = o. Mais on peut alors la
développer suivant les puissances de x — a, ¢n changeant
dans la formule de Taylor (6) x en @ et h en x — a, cc

3. e———



HUITIEME LEGON, 111
qui donne ’

flr)=Ff(a)+ (z—a) f'(a)

(.r—n) v (= )
(r1)¢ + g S "+1.2 3...nf( (a ).
+:z(+_7();+—uf‘"*"[“+°<z—a)]-

La seule condition a laquelle la valeur & soit assujettie est
que f 1) (x') reste finie et continue pour toutes les va-
leurs de x’ depuis @ jusqu’a x; la série sera d’autant plus
convergente que la différence x — a sera plus petite.

123. La fonction f (x) ne peut étre développée en une

série convergente procédant suivant les puissances en-
tiéres et ascendantes de x autrement que par la formule
de Maclaurin ; car supposons cet autre développement cn
série convergente,

f(x)=A+Bzxr +Cz?+ D2*+...,
on en conclut
o =
[A—Ff(o)]+[B—Sf"(0 )]z-l—[C—%Jx’%—...;o.
En faisant * = o, 1’égalité précédente se réduira a
A = f'(0). Divisant par x et faisant de nouveau x = o,

on aura B = f’ (o). On obtiendra de méme C = f”(o),

1.2

et ainsi de suite.

De méme la formule de Taylor donne le seul dévelop-
pement possible de f(x + &) suivant les puissances en-
uéres de A.

124. 1l ne faut pas croire que la série indéfinie de
Maclaurin, quand elle est convergente, ait toujours pour
somme f (x); lasomme de ses termes peut converger vers

une limite différente de f(x). Par exemple, la fonc-
1

tion e = devient nulle ainsi que toutes ses dérivées
pour x = 03 tous les termes de la série de Maclaurin
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appliquée a cette fonction sont donc nuls, et cependant
la fonction n’est pas nulle. Si ¢ () est une fonction dé-
veloppable par la formule de Maclaurin, et qu’on pose
. __l— :
fle)=¢(s)+e =,
la fonction f (), développée par la méme formule, don-
nera lieu a une série convergente, mais qui aura pour
somme ¢ (x) et non pas la fonction développée f (x).
"égalité d’une fonction f(x) & la série de Maclaurin

prolongée a I'infini n’a lieu que dans le cas ou le reste
qu’il faut ajouter a la somme d’un nombre quelconque de
termes de cette série, pour avoir la valeur exacte de f'(x),
devient plus petit que toute quantité donnée quand le
nombre des termes croit jusqu’a I'infini.

Les mémes remarques s’appliquent a la sériede Taylor.

AUTRE DEMONSTRATION DE LA SERIE DE TAYLOR.

125. Soient m la plus petite et M la plus grande va-
leur de £+ (x), lorsque x croit depuis x, jusqu’a X.
Si @ + h est une quantité comprise entre x, et X, on aura

J @) (a+h) — m>o.

Mais le premier membkre de cette inégalité est la dérivée
par rapport 4 & de la fonction

£® (@ h)—f® () — hm;

donc cette fonction croit avec %, et comme elle est nulle
pour 4 = o, on aura pour 4 >0

S ™ (a+h)—f®(a) — km>o.
Maintenant le premier membre de cette nouvelle iné-
galité est la dérivée par rapport a % de la fonction

SN (@4 k) — =) (a) — hf ™ (a) — lef.—'g*
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donc cette derniére fonction est croissante avec a, et
comme elle s’annule en méme temps que %, on aura pour
h>o0

: h*m
S (a+ k) — [ (a) — f ™) (a) —— > 0.
1.2
On aura de méme

dm
1.2.3

/"(n—:)(a + h)—f =3 (a)—hf (") (@) — -IIL;.f(")(a)— >o,

£ (a + h) — f ) (@) — hf =) (@) —...— I z‘rg'l}>o,

....................................................

et enfin

Fla+h)—fla)—bf'(a) = 2= /" (@) —...

(‘) hn i+t

S (a)— 1.2.. .(n+1)m

>o.

T1e2...1

On trouvera de méme

(/a8 = (@) = b (@) = 755" (a) —..

(2) hn hntt .
é Traoa e 1.2.-.(n+l)M<o.

On couclut de ces deux inégalités

Sla+h)=1(a) + bf"(a) + 2 £"(a) +-...

n

—+

l.'l...’lf(n) (a) +R;

., . ) ln+| .

R est une quantité comprise entre — met

I.2...(r+1) :

M ' 117) la reprs

————— M ; par consequent on peut a L
1.2...(n+1) P 1 peut (117) la rep:

hin+t

m S o) (a +0k), si fo+) (z)

reste finic et continue pour toutes les valeurs de x com-
Stuny., — An., I. 8

senter par
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prises entre xo et X. On aura donc .

£+ h) = Fla) + b (a) &+ — f* (a) ...

L F®(a) 4 —2 fo+) a4-04),
L. l.2...(n-9:1)
ce qui est bien la formule de Taylor, accompagnée de son
terme complémentaire.
On a supposé jusqu'ici 'accroissement % positif. Lors-
que cet accroissement est négatif, il n’y a de changé dans
la démonstration précédente que le sens des inégalités

(1) et (2).
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 NEUVIEME LEGON.
APPLICATIONS DE LA SERIE DE MACLAURIN.

Développement des fonctions exponentielles. — Développement de sin =
etde cosz. — Formule du bindme pour un exposant quelconque. —
Développement de log (1 + z). — Formules pour le calcul des loga-
rithmes. — Des logarithmes considérés comme limites de fonctions
algébriques.

DEVELOPPEMENT DES FONCTIGNS EXPONENTIELLES.

126. Soit d’abord
S(z)=¢".
Les fonctions dérivées sont toutes égales a e*, et I'on a
flo)=1, f'(0)=1,..., [+ (Ox)zea“';
d’ou
1.1

v
=1+~ 4+ — 4
1 1.2 1.2.3

o] eor

+ 1.2.3...(n+1)

h+ l,o.t d
reste ——— ——— tend vers 2éro & mesure que
Le 1.2.3...(rn+1) q

n augmente, quel que soit x, car on peut écrire

znH! .__.z‘.z' J:X .z r x
1.2.3...(n4+1) " 12 i i+1i4+2 n-+1

Si 'on prend un nombre déterminé k < 1, on arrivera
x

nécessairement a un facteur < k; comme les fac-

i+41
! e . x .z z
teurs vont en décroissant, le produit ——.—=...
i+1i+2 n—+1

sera plus petit qu’'une puissance de k marquée par le
8.
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nombre de ces facteurs, c¢’cst-a-dire plus petit que A"+,
et par conséquent aussi petit qu’on voudra, en prenantn

A "
assez grand; donc le produit PPl » el par suite

n—+ ¥
1 Ll § d
e reste ——————— (puisque ¢’* reste fini), peut de-
1.2.3...(rn+1 )(p 9 i), p
venir plus petit que tdute quanlue donnée; d'ont I'on

y o x?
conclut quela série 1 + -I- + 1 +- - estconvergente,

et qu’elle a pour somme e*.

127. On tire de la le développement de a*. En effet, si
I'on observe que a = ¢€'%, d’ou a* = e*!%, on obiient, en
changeant, dans le développement de e*, x en xla, et en

remplagant e=la par a’*,

zla 2 (la) 2*(la) z* (la)"
=1+ — + + et ——

oo

1.2 1.2.3 1.2....
xH-l(la)lH-l aar

1.2.3...(n4+1)

résultat qu’on aurait pu obtenir directement.

DEVELOPPEMENT DE sinx ET DE COsX.

128. Soit

S (z) =sinz,
on aura, en appelant # un nombre pair quelconque,
f'(x)=cosxz, S (x) = — sinz, f’”(z = — cosz,
f1(x) =sinz,..., f™(z)=sinz, [f™*)(z)=cosx;
d'oun
f(o)=o0, Sf'(0)=1, Sf"(0)j=o0, f"(0)=—1,...,
Sf™(0)=o0, Sf*)(8z)=cos(0z).

1l faudra prendre + cos (6x) ou — cos (6x), suivaut
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que 2 -~ 1 sera de la forme 4p + 1 ou 4p <+ 3. On aura
donc V

sin 2 z -+ z
=y — ce e
1.2.3  1.2.3.4.5
! !

cos (O.z')

- I.2...(n+l)$l..2...(n+l)

‘ Comme cos (6x) est moindre que I'unité et qu’on
"peut toujours prendre 7 assez grand (n° 126) pour que
xR+t
1.2.. (r—+1)
née, la série

devienne plus petit que toute quantité don-

» x* + x*
1.2.3  1.2.3.4.5 °°°

est convergente quel que soit x et a pour somme sin x.
: T . . .
Lorsque I'on aura x> >* le signe de cos (§.x) dépendra

de la valeur de 6, et I'on ne pourra pas, en général, sa-
voir le sens de I’erreur commise, lorsqu’on s’arrétera a
un terme d’un rang déterminé, Mais si, comme il arrive

. . T . . .,
ordinairement, x est < - cos (9x) sera toujours positif,

ct I'erreur commise ‘sera alternativement en plus ou en
moins.

129. Soit maintenant

S(z) =cosxzx;
on aura, en appelant # un nombre impair quelconque,
S (z)=—sinz, f"(z)=—cosxz,
S" (x) =sinxz, S (z)=cosz,...,

S (z) =gsine, ) (dx) = = ces(0x)3

d’ou
r? z*
T2 1 2.3.4
_.tu—l xl+l

- 1.2,3...(n—l):r'x.z..’;...(n—i-l)

COSL — | —

cos(6z): -
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, d’aprés ce que I'on a déja démontré (126), on peut donc
écrire, quel que soit x,

=1 - -+ z - +
cosT = 1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.5.6 '

FORMULE DU BINOME POUR UN EXPOSANT QUELCONQUE.

130. Proposons-nous de développer (a + &)™, m élant

b
quelconque. On a, en posant — =,

(a+b)r=[a(1+ 2 =a" (1 + z)™.

La question étant ramenée a développer (1-+ x)™,
soit
flz)=(1+=2)
on aura :
Flz)=m@+zy, f(z)=m(m—1)(+z),. ..,
S®(z)=m(m—1)...(m—n—+1)(1+x)"","
S (0x) =m(m—1)...(;m—n)(1+ gxf—r=t

et, par suite,

. m(m—1) |
(1+x) =1+mr + — 2 ...

+m(m—l)...(m—n+l)z“
1.2.3...n

o m(m—1)...(m—n) . s
To1.2.3.. | n+1j (1 6x) :

131. Supposons d’abord que I'on ait x> 1, en valeur
absolue; je dis que, dans ce cas, la série sera diver-
gente. En effet, on a pour 'expression de deux termes

consécutifs :

x?,

_m(m—1)...(m—p 1)
= 1.2.3...p -
_m(m—1)...(m—p-+2)
= 1.2.3...(p—1)

Pt
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Comme ce rapport, 4 mesure que p augmente, tend
vers — x, et que x est plus grande que 1, il s’ensuit que
la série est divergente.

par suite,

132. Quand au contraire x est moindre que 1, en
valeur absolue, la série est convergente et a pour somme
(14 x)™.

Supposons d’abord x positive, on aura

m(m—l)...(m—-—n)a.-"""x( 1 )H'—m.

R=— 1.2.3...(a+1) 1+ 6z

Le premier facteur peut se mettre sous la forme

m(m—a)...(m—i+1)xi
1.2.3...7 .

m—i m—i—1 m—n \
< - x. ... .
\ 71 {42 n—+1

Les facteurs de la derniére ligne convergent vers — x en
prenant 7 assezgrand, et si k est un nombre positif moindre
que 1, mais plus grand que x, on peut supposer 7 assez
grand pour que chacun de ces facteurs soit moindre que &,
abstraction faite du signe. Leur produit sera donc moin-
dre que k"', et par conséquent aussi petit qu’on voudra,
m(m —u)...(m—n) o+
] 2.3. .(rn—41)

sera aussi petit qu’on voudra en faisant croitre n

si n croit. Donc le produit total

R4-1—m
Quant au facteur ( ) ‘s comme son exposant
1

1
+06x
finit par &tre positif, il tend aussi vers o, & moins toutefois
que 0, qui dépend de 2, ne s’approche aussi indéfiniment
de o. Mais, dans tous les cas, ce facteur reste moindre
que 'unité. Par conséquent, le reste R tend vers o,
quand 7 croit. Donc la série représente (1 4+ x)™ pour
toute valeur positive de x plus petite que 1. Comme
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d’ailleurs le reste change de signe quand n augmente

d’une unité, les sommes successives de la série seront
alternativement plus petites et plus grandes que (1 +x)™.
133. Si la valcur de x est négative, rien ne prouve

1 Rt-|—~—m . . .
que le facteur rriy necroitra pasindéfiniment,

ct méme il devra croitre, 4 moins que 9 ne tende vers o.
Il faut alors recourir a la seconde forme du reste (118),

m(m—u)...(m—n)

R== 1.2.3...n (=0 (s + 0zt
on a donc, en valeur absolue, si I'on pose x = — z,
R:m(m——l)...(m—‘n)z"_‘_l(l_o)n'(lv-—Oz."'"
1.2.3.. (1—0z)"
ou
m(m—1)...m—n , 1—0\*
R= 1.2.3...n )ZH'(:—Oz) F(1— bz,

- Le premier facteur tend encore vers o, quand n aug-
mente (132).

N R ' 11— 1— @
D'un autre coté, comme on a I
: ’ 1— 6z < *\1— 0z
peut devenir plus petit que toute ‘quantité déterminée, a
moins que § ne tende vers o, et dans ce cas méme ce fac-

teur est toujours plus petit que 1.
D’ailleurs (1—6z)"* est <1 sim—1 est positif,

et < = si m — 1 est négatif: c’est donc, dans tous

les cas, une quanli té finie. Donc¢ R peut devenir moindre
que toute quantité donnée, si n est assez grand.
En résumé, si x tombe entre —1 et +1, on a, qucl
que soit m,
m(m—l)x,_’_m(m—l)(m—— 2)
1.2 1.2.3

(1 +x)"=1-+mx+ o
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DEVELOPPEMENT DE log (14 x).
134. Soit
‘ fl#)=1(1+2). ,
(On ne cherche pas a développer lx parce que
x=o0 rend inflnies cette fonction et ses dérivécs.)
On aura ' .
fl@)=l1+2)", f'lz)=—1(1+2)2, fr)=1.2(142)". .,
[ (z)=Zr1.2...(n—1)(1+ 2)", -
) (8x)=F1.2.3. . .a(1 + 0x)",

donc

] S S ‘ an+ I
M+ 2)=r——d — o, o ————.
Ha)=2 2 3 4+ n n+l>((|+0.z:)"+'

Le rapport d’un terme au précédent est en valeur ab-

solue —2&
p+1

x, et converge vers x quand p augmente.
Donc (52) la série est divergente lorsque la valeur ab-
solue de x est supérieure a 1.

Supposons maintenant qu’on ait, en valeur absolue,
x moindre que 1. Dans ce cas la série est toujours-con-
vergente, et nous allons démontrer qu’elle a pour somme
(1 +x). ‘ '

1° Soit d’abord x positive; on a

R:#( x )n+l.
r—+1\1+60x

est une fraction proprement dite; sa puissance

z
1+ 6z
{7 =+ 1)*" pourra devenir plus pelite que toute quantité
donnée; et il en sera de méme de R, a fortiori.

2° Soit maintenant x négative. Posons x = — z. On
aura, abstraction faite du signe,

SR (1— Gz n+1

1 Zh+t I z \ Al
1— 0z
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Mais, sous cette forme, on ne voit pas que le reste
tende vers o ; prenons donc I'autre formede R (118),

_ J.'.+'(I R o)u
R=13E3n 1+ 0z’

T 1.2.3.. .nf(ﬁ')(e't):-?“'"(l——oyx

z—0z\" z
R= (l—Oz) alrpr
z —

z— 03
Oron a l_—;E<z<x. Donc (1

on aura

6z\* o
0z )’ et par suite

— 0z\" s .
(2:— T:) > Tz—oz’ peut devenir plus petit que toute
quantité donnée. ‘
Ainsi, lorsque x tombe entre +1et—1,0na
2 »
1 ] —r— T 4.
(1) | (1+x) =z - 3 A

FORMULES POUR LE CALCUL DES LOGARITHMES.
135. On tire de la série (1) des formules trés-commodes
pour calculer les logarithmes népériens des nombres.

h
En posant x = ;, on a

Si =1, onaura

1 4 1
2].2 3];

1
I(y+1)—ly=-—
(r+1—1r y

formule qui donne l(y+1).au moyen de ly, et d’une
série qui est trés-convergente lorsque y: est un nombre
trés-grand.

Cependant on peut encore obtenir une série plus com-
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mode. On a, en changeant x en — x dans la formule (1),

(2) l(l—z):—x—;—-g-—-z—...;
done
I-+x\ LA
l(l+.1:)—|(1—.z:)=l(l_x>_'z(.r+-§+—5—+.. )
1+2 . A . :
Posons =1+ —;onen tire r = ) et comme
1—z y 2y +h
h
l(l+;> =l(yr+h)—ly,
on aura

h 1 h?
( —_— =] = -
(3) Uy +h)—1ly z[v+h'+3(2y+,,),+..J

Cette série donne -le moyen de calculer i.10. On
fait d'abordy =1, h=1, etl'ona

l.a =2 l+——-', —I-—', +... )
3 3.3 5.3
puis

l.f=121.2, 1.5=I1. +2(1+ ', )_.
4 s 39

lLio=l2+1.5 = 2,3025818,

et, par suite, le module du systéme décimal

I

o= 0,434294482 = ]og tab. e.

136 Posmis

o y=a'—25x et y+h=2'— 252"+ 144,

ou
y=x(z+5)(r—5),

y+h=(z+4)(z—4§) (z+3)(x—3).
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En substituant ces valeurs dans la formule (3), on a

Hz+4)+1(z—4)+1(x+3)+) (2 —3)—2lz—(2+-5)-- | (x—5)

S — o 72 + I 72 3
Tl =25z g2 3 \a'— 252172

UL (R LI DR B
5 \x'— 2527+ 2

Lorsque la valeur de x est trés-grande, le second mem-
bre de cette égalité est trés-petit. En effet, si par exemple

, o 2
x est supérieure a 1000, le terme : 7

— ___ sera
z'— 25+ 72

. I
plus petit que Ton-car

72 R LI 72 _ 1 72
2'—25x7+4 g2 “ai(r*—25) T 10f(10°—25) ‘o
’ . 1 0.

Les autres termes de la série seront beaucoup plus petits
et décroitront méme trés-rapidement; par conséquent,

si I'on avait x = 1000, .0u un nombre supérieur, on pour-

. . T
Palt, avec une erreur momdre qllﬂ — POS(’.I‘
IUIO

I{z+4)+1(z—4)+1{x+3)+1(z—3)
—2le—1(z+5)—1(z—5)=o0,

formule qui donneraitI'un quelconque de ces logarithmes
lorsque les autres seraient connus. 1l est facile d’obtenir
une multitude de formules de cette espéce.

137. Lorsque deux nombres dépassent une certaine
limite assez grande, telle que 10000, leur diflérence,
pourvu qu’elle soit suffisamment petite, qu’elle ne sur-
passe pas 1 par exemple, est sensiblement proportionnelle
a la différence de leurs logarithmes.

En effet, comme, en s’arrétant au premier terme, dans
la série de Taylor, on a

X

l(l—i—.z'): H-_G.t’
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.o h
on aura, St r = -»
¥y

h
1(..7+")—'l.7—;m,
sih=1,
I
l(.?’+')—|.7-—m7
donc

|(J’+/I)—-lj__ll_r-i~9'.
Hy+1)—ly y46h

Comme il n’entre ici que des rapports de logarithmes,
on peut écrire, dans un systtme quelconque,
log(y—}—lz)—lgg_y_h v+ 0
log(y+1)—logy — " y+ok

puisque les logarithmes des mémes nombres, pris dans
deux systémes différents, sont proportionnels (64). »

Or

CrH8 4 1

y+0/1< 7 ou <l+y’
de méme

y+o J : !

'y—-i-—9_13>_7+,1’ ou >1 y+1
Donc

‘al
.7+_i_= +w,

o étant plus petit que 5; par suite,

log(y+h)—logy

—_— +
og (7 + 1) —logy — (")

donc
log (7 + 4;—logy =[log (y +1)— logy] 4

*+wh[log(y +1)—logy).

Donc si I'on pose :

log(y +4)—logy =[log(y +1)—logy 4,
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Ierreur commise E sera
whllog (y +1) —logyl=whloge [l (y +1) —1y].
ou, ce qui revient au méme,

E==whloge

y+0’

et ccmme on a

0 < sy lse<i() A<y,
on aura
E<-2—-f;;< ;l—%‘ si y est ?l()OOOO.
138. Réciproquement, on a

_log(r+h—logy a

h = =
'> log(y+1)—logy 0

9

,qe o I o
en négligeant la quantité ko < 7 Si y est > 10000, on

by

a donc % a prés. Mais il y a une autre erreur a

10000
craindre, parce que a et b ne sont connus qu’a une unité

prés. Alors i ne peut éire obtenu qu’a L pres.
100

DES LOGARITHMES CONSIDERES COMME LIMITES D’EXPR‘ESSIONS

ALGEBRIQUES.

139. Nous avons vu que e = lim (1 +1>l‘qnand p
o

devient infiniment grand. On peut démontrer que

= lim (1 +ﬁ)'

m

(*) Les logarithmes étant pris dans le systéma vulgaire.
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quand m devient plus grand que toute quantité donnée.
En effet, si I'on pose

xr x
= on a | O =c+a
k=72 ( m) ’

@ étant une quantité qui s'évanouit quand m est infini.
Donc

m

(‘n + f>m: (e + &)=

Cette égalité a lieu quel que soit m; par suite, elle aencore
lieu a la limite, quand & = o. Donc

(1) & =lim <: + ;”’)'

*
‘On pourrait le démontrer directement, comme on a

démontré que e =lim (x + —I-)..
m
140. Si I'on pose

=y, dod xz=ly,
il s’ensuit que .
. Ir\~
y=Ilim (l -+ -"”—r) H
par conséquent,
‘m

lim Yy = lim (l+|7,> ou ly:lim[m(""/;—-l)]-

Il est d’ailleurs facile de le démontrer directeinent.

Puisque 1 (1 + x) = » sil'on pose

1+ 0z

1+z="Yy, dod z="Ty—1,
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on a

d()l!(‘

Or, si m est trés-grand, "{{;—-: est une fraction extré-

‘mement petite, qui a lalimite devient o3 d’ou I'on déduit

encore
(2) ly =lini [m Yy —1)] quand m=co.

Cette formule pourrait servir a trouver approximative-
ment le logarithme népérien d’un nombre, du moins en
théorie. Pour rendre le calcul praticable, il faudrait

* . m= .
prendre pour m une puissance de 2, et alors Yy s’obtien-
drait par des extractions successives de racines carrées.

141. La formule (2) conduit au développement de

1 (1 + u) en série, car, si I'on pose

y=1-+u,
on aura '

m (V?.-r)zm [(v +u)%—r],

et si u est moindre que I'unité en valeur absolue, le se-
cond membre, développé par la formule du binéme,
donnera '

m l_(l -+ u)i—- 1] :u—f-;—’—lu’-f-(i_l) <;;;_2)14’+...;

1.2 1.2.3

Cf, en supposant m= o,
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EXERCICES.

. T 2 1.3 2 1.3.5
1. arcsmx_..r+;-T+r-F+2'4.6-

1 .
2. e“cosnzr=1+4(a*+n*)’ cos«y-?+ (a*+n*) cos2¢- lf;
4

x
1.2.3.4

3
+ (&*+ n’)’c053?-%+(a’+ n*)? cos fo- “+ ..

n . .
Dans cet exemple ¢ = arc tang 7 On examinera les cas parlicu-
. . 1 3
liersta=n=1; a=cosf; n=sinb; a= =5

2 4 8 i 8
3. (arcsinz)i—a (D4 2.0 204 20 240 20
3. ({arcsinz) ,’(a+3 i35 53,8

SturM, — An., [, ’ 9
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DIXIEME LEGON.
FORMULE bE MOIVRE ET SES CONSEQUENCES.

Généralités sur les expressions imaginaires. — Formule de Moivre. — Dé-
veloppement du sinus et du cosinus d’un multiple d’un arc suivant les
puissances du sinus et du cosinus de cet arc. — Développement d’une
puissance d’un sinus ou d’un cosinus suivant les sinus et les cosinus
des multiples de I'arc. — Théorie des exponentielles imaginaires. —
Logarithmes imaginaires.

GENERALITES SUR LES EXPRESSIONS IMAGINAIRES.

142. La résolution des équations du second degré qui
n’ont pas de racines réelles conduit a des expressions que
Pon nomme imaginaires, et qui sontde la forme

a+bs/:_x.-

On a trouvé de grands avantages a les introduire dans le
calcul, 4 les combiner par voie d’addition, de soustrac-
tion, etc., en opérant comme si V—1 était un facteur
réel dont le carré fut — 1. On obtient pour résultat de
nouvelles expressions imaginaires, et il est utile de re-
connaitre les relations qui existent entre les quantités
réelles comprises dans les expressions données et dans
celles qui résultent de leur combinaison.

Une équation qui contient des imaginaires est la repré-
‘sentation symbolique de deux équations entre des quan-
tités réelles. Ainsi, I'équation :

a+by—1=da+b\Jy—1

comprend les deux suivantes :

143. Toute expression imaginaire a -+ & y—1 peut
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&tre mise sous la forme r (cos ¢ + y—1 sint). I faut et .
il suffit, pour cela, que 'on ait ]

r—=yVa*+ b’, COoSt=— ——9— et sin't=_%__;
«ai_*_ bl Val+ b2 a
. on a aussi : g
b |

tang = ;’

La quantité r, que I’on prend toujours positive, est dite
le module de 'expression imaginaire. Les valeurs de sin ¢
et de cos ¢ font connaitre 'arc ¢ ou I'argument : on le
choisit ordinairement positif et plus petit que la circon-

férence.

FORMULE DE MOIVRE.
144. Le produit (cosx + y—1sin x) multiplié par
(cosy +y— 1 siny) a pour partie réelle
coszcosy — sinzsiny ou cos(z—+y),
et pour coefficient de V—1,
sinzcosy +sinycosz ou sin(z-+y)
Par conséquent,

(cosz +y—1 sin.z')' (cosy + V—1siny)
= cos(z +y) + y— 1 sin(z +y).

On conclut de 14, quel que soit le nombre des facteurs,
(cos z+ y—1sin z)(cosy + y—1siny)(cosz + \/:fsin ).
= cos (= +r+z+.. JAy—isin(z4+y+z+...).

En supposant x =y = z =.. ., on en déduit, m dési-
gnant un nombre entier et positif,

(1) (cosz+ y— 1sinz)"= cosmz + y—1 sin mz.

9.
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Ceute formule, appelée_formule de Moivre, est’encore

vraie lorsque m est un nombre fractionnaire, positif ou

négatif,

DEVELOPPEMENT DU SINUS ET DU COSINUS D UN MULTIILE
D UN ARC SUIVANT LES PUISSANCES DU SINUS ET DU
COSINGS DE CET ARC.. '

145. Sil'on développe la formule (1) et que I'on égale,
de part et d'autre, les parties réelles et les parties imagi-
naires, il vient

m(m—1) L
CcosS mx = cos™x — — cos™ 2z sinlzx
1.2
(2)
m (m— 1) (m-2)(m—3) .
cos"‘rsin‘xr—...
1.2.3.4
et
sinmz = m cos™ ' xsinx
(3) mim—1)(m— 2)

— cos™ 3 zrsin*x —+-....
1.2.3

On voit que cos mx et sin mr s'expriment en fonction
rationnelle de sin x et de cos x. Dans tous les cas, cos mx
peut s’exprimer en fonction rationnelle de cos x seul,
nais sin mx ne peut s'exprimer en fonction rationnelle
de sinx seul que si m est un nombre impair.

DEVELOPPEMENT D'UNE PUISSANCE D UN SINUS OU D UN
COSINUS SUIVANT LES SINUS OU LES COSINUS DES MUL-

TIPLES DE L’ARC.

146. Pour résoudre la question inverse et développer
cos™ x et sin™ x suivant les cosinus ou les sinus des divers

multiples de x, posons
u=cosx+ \—1sinz et v=cosz — y—1sinaz,

on aura
2cosx=u-+v et 2y—i1sinz=u—v;
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de la résulte :

m(m—r1)
2" cos™ z— (a4 +0)" = u™ +mu""' v + S et L,
.2
m(m—1
-+ ———( Py ) wom - mut -,
I.

Il convient de distinguer deux cas.
1° Quand m est pair et égal a 2n, le développement
renferme un nombre impair de termes et il y a un terme
(m—1)...(n=41)
1.2.3...n
en groupant les termes également distants des extrémes,

u*v®. On a done,

oye PR / /
du milieu qui est

2™ COS™ = U™+ 0" + muw (U™ - ) -

m(m —l)...(n-—i—l)”n‘ﬁ.
1.2.3...n

-+

Or u” + vP= 2cos px et uP v* =1, puisque uy =1; donc

2mcos™ r=—2cosmx + 2mcos (m—2)x—+..,
mim—1)...[n—41)
1.2.3..n !

d’on
2™=1 cos™ x = cos mx + mcos (m — 2)x

(1) m(m—1) 1m(m—1)...(n+1)
e T 1.2.3...2a

cos(m—4).z+...+2 1.2.3...n

2° Si mest impair et égal 2 2n +1, (#+ ¢)™ aura un
nombre pair de termes, et I'on obtiendra facilement

s 2m—! cos™ z = €08 mx —+ m cos (m — 2) x

(2)l m(%.:_l)cos(m——@ x+...+’—n—(':l—_2%L:_2)cosx..

147. Pour avoir sin™x, il faudra prendre la formule
t—pv=2 \/——lAsin z,

et en €lever les deux membres a la m#™ puissance; il
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viendra
. m(m—1
(\/—-l)"z".sm"x: Ut — mum=t o 4 —(—':1—;—) umret L.
+ m___(m —1 W o muen— o,
1.2

1° Supposons d’abord m pair et'égal & 2n. Alors
(\/———1)": (—1)m
etily aura un terme du milieu qui sera '

inz(m— 1...(r+1) .
1.2.3...n

On aura donc, en groupant les termes deux a deux,
(— 1)*.2"sin"sin"x = (4™ + ™) — muw (w2 + v"2)

-+ m—(?-;——‘) wo? (um—t o) —...

m(m—1)...(n4-1)
1.2.3...n

-+

u' vty

ou, en remplagant u*+ ¢* par 2coskx, u*¢* par 1, et
divisant les deux membres par 2,

s (— 1) 2™ sin"'z =cosmz — mcos(m — 2) x

3 m(m—1)...(n
( >, ) cos(m—4) 2 — —(—ﬁ;;_(‘il)

m(m

2° Supposons m impair et égal 4 2n + 1. Alors .

(V=1 "=(=1ry=1,
etI'on aura, en groupant les termes deux a deux,

(—1) ,/:x-n"sin"x: (™ — o™) — muo (um—2— ™)
m(r:r ')u’u’\'u"'—‘—v'-“)-—...

= eln b 3) gy

En général,‘
uwt—ot—2ay—1sin ke, uA=1.
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Donc, en divisant les deux membres par 2 y—1, il
viendra

(— 1) 2™'sin"z — sinmx — msin (m —2)=x

@ mm=0) iy =) o),
1.2 I1.2...0

THEORIE DES EXPONENTIELLES IMAGINAIRES.

- 148. On a pour toute valeur réelle de x (126)

!

e’__l+.t+——-+
1.2 1.2.3

“+...

Convenons d’appeler e ='=* le résultat de la substitution
de xy—1 a la place de x dans la série ci-dessus : on

aura -

2 —_ )
e'{——l+x\/—l—;-;— 1.‘/2.3I + |.2f3.4+""
ou
e“':'—-l—-f—-k-—-—:' —
.20 1.2.3.4
x3 x
+ _l('t_l 2.3 1.2.3.4.5 ')’

ce qui revient a
(1) == cosz + y—1sin .

Enchangeant x en —x, on a

(2) V= = cosx — y—1sinx.
On tirede la
(3) s — ——— ————
2

et

. VT eV
(4: SN == ——————————

. 2¢y—1

149. Lorsque x et y sontdes quantités réelles, on a
(5) . X e = '
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La méme relation a lieu quand ona x V—1 et y V—1
au lien de x et de y. Effectivement on a, en multipliant
membre 4 membre 1'équation (1) et celle qu’on obtient
par le changement de x en y,

(,ﬂ/——'q >< 075/: — COS(I +J’) -+ Vt—_lsin (x +y)’
c’est-a-dire . '
eV 71 3¢ @Y1 — pls4r)V,

Cette relation se démontre encore de la maniére sui-
vante. Quand x et y sont réels, ona

X dg=¢e";

il s’ensuit que, dans ce cas,

6 (1+z+%+...) (l+y+7’:’—2+...>
_:x+(.1:+y)+(ml?'_—?'y—)2

Or cette relation est une identité, car elle doit avoir
lieu pour toutes les valeurs. réelles de x et de y, sans
aucune dépendance entre ces valeurs. Par conséquent,
I'identité subsiste encore lorsqu’on change x et y en
xy—1 et yy—1; donc

e:l’: = Byb’——l —_ e(s-i-y)f—_:_

150. Par extension, on est convenu de représenter par
e~+7=1 le résultat de la substitution de x +yvV—1 a
la place de x, dans la série

2 z3

X
I+~x+— 4+ —7 +....
1.2 1.2.3

La formule ¢* >< e” = e*t” est encore vraie lorsque les

exposants sont de la forme x + y V—1.
En effet, on aura d’abord, en changeant y en y V—1
dans I’équation identique (6),

e’ = c‘*f‘/:;
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on a, par.conséquent,
L]

esV=i — e‘(cosy +y=1 sin_y), i
e+V=i — ¢4 (cosv 4 y—1sin o);
donc
NV:XL’"“",‘—':e""“[cos (y+u)+'V:_fsin(y+ 9],
c'est-a-dire )
V1 3¢ gutr V=i — grhuk(rHVT,

151. Toute expression imaginaire a + by—1 peut

étre mise sous la forme e*+7'=1, En eflet, comme

Al e'(cos_y' +y—1 six_)y),
il suffit, pour opérer cette transtormation, de poser
efcosy=ua, esiny=~b; dod (ef)*=a’+ b},
et, comme e est toujours positif,
—— I
e =+ \a* + b?; d'od .t:;l(a’ + b2).
On aura ensuite
S 4 et siny b
COSy — ———— 1 _ ———
Var + b2 va? + b2

Alors, si ¢ est le plus petit des arcs positifs ‘qui ont
a b

_V;:bi pour cosinus, et ”'—'—‘/;«— pour sinus, on sura

1+b2
y=2ir+o,

i étant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
D’aprés cela, on a

(1) a-bySr=e GV

On obtient encore ce résultat de la maniére suivante.
Posons

p(ctmp +y':—xsinga) =a+by—,
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on aura
[ ]
a b

—— et Sing— ——.
Vai+ b ! Va-+ b?

Il suffit donc que I'on ait

p:\/a’+ b*  cosep =

¢*(cosy + Y —1siny) = P(cos«y + y—1sin ?),
c’est-a-dire .
€*cosy == pcose, €°siny = psing :
de la on tire
(ef)*=1p’, d'0d e*=p =+ ya'+ b3
par suite,
cosy =—=cosp et siny —sing;
donc
y=2z2ir +g¢,
i étant un nombre entier quelconque, positif ou négaiif,
ce qui donne encore la formule (7).

LOGARITHMES IMAGINAIRES.

152. Si I'on convient d’appeler logarithme népérien
de a + b y—1 Pexposant imaginaire de e, dans I'éga-
lité (7), on aura

Ha+0v=1) = L 1(a+ ) + (2t + oV .

Sous ce nouveau point de vue, une quantité quelconque a
un nombre infini de logarithmes, parce que i peut avoir
toutes les valeurs entiéres possibles, positives ou négatives.

Si 5 =o, on a, en désignant par 1(a) ces nouveaux
logarithmes,

l(a) =la + (2ixr + ¢)y—1.
Si a est un nombre positif A, on a¢= o et
I(A)=1A + 2imy—1,

ce qui montre qu'un nombre positif a un seul logarithme
réel et une infinité d’imaginaires.
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Si a est un nombre négaiif — A,onag=m et

1(—A)=1A+ (2i +1)my—1.

Ceci fait voir qu'une quantité négative n’a pas de loga-
rithme réel, puisque, méme en faisanti = o, on a tou-
jours

(—A)=1A+=xy—1.

Danslecasou A =1,0n a

(1)) =2iny—1 et l(—.x):(vzi+x)1rv'_-—-—l.

EXERCICES.
4. Trowver la différenticlle de )
y=1(cosz+y=1sinz).
SoruTioN.
2. f(z) étant une fonction réelle, si 'on pose
flz+ry=1)=P+QV/=1,

dP _dQ dP_  dQ
dz ~ dy' dy ~  dx

on aura

3. Si V'on pose, dans la question précédente,
dz + dy /=1 = ydz*+dy* (cosw +y/— 1sinw).

on aura

d—.lzcosmn + ﬂ-sinru»
D (l'z.u d.l"'-l(l)'
P = sin"w 4
—— 8innw — ———-cosne
d"Q= dz dzx"~'dy dr.

sin"w
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ONZIEME LECON.
RESOLUTION DES EQUATIONS BINOMES.

Résolution de 1'équation 2™ = a. — Théoréme de Cotes. — Résolution de
I'équation #™ =— a4, — de V’équation z2™ =a+by—1.

RESOLUTION DE L’EQUATION X™ = a.

153. La formule de Moivre peut servir a résoudre
I'équation binéme x™= = a. Nous traiterons d’abord
I’équation
(1) " =a,

a étant une quantité réelle et positive. A cet effet, posons
x=r(cost + \—1sint),
d’ou
zm = rm(cosmt + y— 1 sinmt) :

on aura pour déterminer r et ¢ 'équation
r(cosmt'+ \/:Tsinmt) —a,
qui revient 2ux suivantes :
rmcosmt—a, r™sinmt—o.

En élevant ces deux équations au carré et ajoutant, on
a d’abord

rim—a?,
d’ou

r= +"\'/;,
+'Va désignant la valeur arithmétique de la racine mféme
de a. Il suit de la que

sinmt =0 ‘et cosmt—=—+1;



ONZIEME LECON. " 141

donc
2T

mt—=2ir, dou t—=—,
m
7 élant un nombre entier quelconque, positif ou négatif.
Ainsi ’équation (1) est résolue par la formule
T oir —_—, 2im
z=r|cos — —+ y—i1sin— )
m m .
154. Pour avoir toutes les valeurs de x, il suffit de
donner a i les m valeurs o, 1, 2, 3,..., m —1, En eflet,
posons
i=mq+k,
k étant un nombre entier, positif et moindre que m. Il en
.
résulte :

2im 2k . 2in , 2kw 2i% 2kw
—:2(]1\'-}- 9 SID ——_—SIn—-——3 COS ——_—CO0S ’
m m m m m n

et, par conséquent,
2ir. . 2im 2hn — . 2km
cos——{-\/—lsm—zcos———i- —ISIn ——-
m m m \/ m
Donc la formule

" okw — . 24w
(2) - x=r|cos — —+ y—1sin —
m omy
donne toutes les valeurs de x, lorsqu’on attribue seule-
ment a k les valeurs0,1,2,3,...,m—1.
De plus, les m valeurs ainsi obtenues sont diffé-

rentes. En cffet, comme %k est plus petit que m et
. 2km s 1

positif, I'arc — est moindre que 27; et deux quel-

h m

conques des arcs considérés n'ont pas, & la fois, méme

sinus et méme cosinus.

155. Il n’est méme pas nécessaire de donuer a & toutes
les valeurs enti¢res de 0 3 m — 1. En effet, posons

k=m—F,
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il viendra

2kn 2k 2kr Y
—_—an— ) CO08—— == CO08 ’
m
. akx . 2w
sSin —— — —Ssin ——9
m m

et, par conséguent,

2k=x — . 2km 2w — . 2Fm
€08 —— —+y/—1sin —— = cos —y—1sin
m . m -m

.

11 suit de 14 que la formule
(3) x:r(cosz—':"i\/——lsin 3;—“)

»
donnera toutes les valeurs de x en attribuant a & les valeurs

_ . 2y M m—1 . )
0,1,%,3,..., Jusqua—ou » suivant que m sera

pair ou impair.
THEOREME DE COTES.

156. La formule précédente, en faisant connaitre toutes
les racines de I'équation binéme, permet de décomposer
le premier membre de cette équation en facteurs réels du
premier ou du second degré.

Nous distinguerons deux cas:

1° Si m est pair, on donnera a k les valeurs o, 1, 2,

m » . .
3,...,—- Léquation x™ — r™ = o aura pour racines
2
x=r,

27 — . 2%
z=r (cos———_'-\l—-lsm —),
m m

’
x:r(cos -‘-\/ lsm—>

....... D R R I I N I

Donc, en groupant les facteurs qui correspondent aux
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racines conjugées, on aura

™ — " = (2?— r?) (z’—- 27c08 — .z 4 r?
m
(1) 4= (m —2\
> z’—zrcos;-x+r' z’—zrcos—i'—-x+r’)-
m

2°Si m est impair, on doit faire k égal 4 0,1,2,3,.. .,
m—1

) et I'équation x™ —r™ = o aura pour racines

Dans ce cas, on a

27
am—rmr— (z—r) (x’_—- 2rcos-;1— -z r’)
(2) -
( > (m’—zrcosimf-x-f r‘) .o (x’:——zrcos(jlm—,)“-z—i-r‘) .

L'interprétation géométrique de cette formule et de la
précédente conduit au théoréme de Cotes.
Décrivons un cercle avec un rayon égal 4 r; menons un
Fig. 7. diamétre AA',et,apartirdu
NG point A, divisons la circon-
/m férence en m parties égales.
o+ > LA Prenonssurce diamétrel.m.e
\ longueur OM = x, et joi-
guonsle point M aux divers
pointsdedivision. MB étant

I'une de ces lignes, on aura

—_2

MB =O0B + OM — 20B.OM cosBOA,
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2m
MB.MB' =+ r*— 2rrcos —-
m

De méme,

'MC.MC'=x’+r°—2r:ccos 4”—:‘.

On trouve ainsi les divers facteurs du second degré qui
composent x™ — r™.

Si i est pair, il y aura deux facteurs réels du premier
degré x — r et x + rreprésentés par MA ¢t MA’, et dont
le produit donnera le facteur du second degré x*— r*. Si
m est impair, il n'y aura qu'un facteur réel du premier
degré x — r ou MA.

D’aprés cela, les formules (1) et (2) expriment ce théo-
reme dit a Cotes, que la différence des m*™* puissances
des lignes OM et OA est égale au produit des lignes
menées du point M aux divers points de division de la
circonférence.

RESOLUTION DE L'EQUATION X" = —a.

157. Soit maintenant a résoudre I'équation

"= —a.

z =r(cost + y—1sine),

"= r(cosmt-l— \/‘ —1 sinmt);

Posons encore

d’ou

on aura, pour déterminer r et ¢, les deux équations
rhcosmt=——a et rmsinmt=o.
On ure de la

r=-+'ya, sinmt=o, cosmt=—1.
Done

mt = (2i+1)x, don r= w,
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7 étant un nombre entier quelconque, positif ou négatifj
par conséquent x est donnée par la formule

(2i+0\m . (2i4-1)7
r—r [cos——T— +\/—_lsm ———m—-]-

Comme dans le cas précédent (n°® 154), il suffit de faire
successivement {=0, I, 2,..., (m—1), pour avoir
toutes les valeurs de x. De plus, ces valeurs sont diffé-
rentes; en effet, si k désigne 'un des nombres o, 1, 2,
3,.+uy (m—1), commekest aupluségal a m—1et 2k +1

(24 +1)m
’ m

au plus égal a 2m —1 est toujours plus petit

que 27; par conséquent, les 1 arcs considérés n’ont pas
a la fois le méme sinus et le méme cosinus.

158. Il n’est pas nécessaire de donner i k toutes les
valeurs cnti¢res de o @ m — 1. En effet, si I’on fait

k=m—1—F#,

il vient
— d am — (24
os[zm (24 4+1)]= \/ lsm[ m— (24 + 1w
m m
(2k 4+ x — . (2¥F +V=w
= 0§ ———— — y'—1sin -———
m m
par conséquent la formule
k ) k
.z:_—_r[cos(.z__'—_lfi‘/ (2%)__]

donnera les m valeurs de x, en attribuant a k toutes les
valeurs entiéres jusqu’au plus grand nombre entier qui

m—1 9 . . ’ v
ne surpasse pas— ; c'est-a-dire qu’on s’arrétera a

m—2a . .  m—1
sl m est pair eta

si m est impair.

159. De méme que dans le cas précédent, on pourra
décomposer x™—+ 1" en facteurs réels du second degré, et
STURM. — An., I. 10
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trouver une interprétation géométrique du résultat. On
aura un théoréme analogue & celui du n° 156, avec cette
différence que les divisions de la circonférence en m par-
ties égales ne commenceront pas tout de suite au point A,

. . . . , n
mais au point qui en sera distant de 'arc -

RESOLUTION DE L'EQUATION X" = a + b —1.

160. En dernier lieu, soit & résoudre I’équation
™ =a+by—1.
Remplagons @ +&y—1 par ¢ (cosg+ V—1sing);

posons enfin
x =r(cost + y—usint);

on aura les deux équations
r®cosmt=pcosg, r~sinmt=psing.
Ou tire de la
(rm=p} dod rm=+p et r= +"\'/;,

+'Y/p étant la valeur arithmétique de la racine m*™* de p.
1l vient alors :

cosmt = cosg, sinmt=sing;

par conséquent,
, 2ir +
mt=2ir +9¢, dod = 2T,
m
i désignant un nombre entier quelconque, positif ou né-

gatif; par suite,

2in + —_—, 2im+ .
z:r(cos——-—?+\/—-lsm— ?)-
m m

On prouvera, comme précédemment, qu’il suffit de
donner a 7, dans cette formule, les valeurs o, 1, 2,...,
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jusqu’'a m — 1, et 'on obtiendra ainsi pour x, m valeurs
différentes.

161. La résolution de I’équation
Z¥™ 4 pz™ + g =0

est maintenant facile & opérer; car on tire de cette éque-
tion les suivantes :

P P’

m— — = 4 _——
27 = a2 4 q,
n— PP
"= 2 4 q,

qui rentrent dans I'un des cas déja traités.

10,
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DOUZIEME LECON.

EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT SOUS UNE FORME
INDETERMINEE.

Vraie valeur des expressions qui se préseutent sous l'une des formes

o . - .
3 %1 0 X, 0° 1°. — Extension des régles précédentes. — Appli-
cations.

VRAIE VALEUR DES EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT

a
SOUS LA FORME ;-'

162. Soit %) uue fraction qui se réduit a — quand

f(z)

x=a. On se propose de déterminer la valeur vers la-

quelle tend ¥ f( ), lorsque x s*approche indéfiniment de

la valeur particuliére a. C’est cette valeur limite de 2~/ ?(2)

f(=)

qu’on appelle souvent la vraie valeur de la fraction qui se
: RSP . I
présente sous la forme indéterminée 5 Puisque ¢(a) =o

et f(a) = o, on a identiquement

) 2(*)—gla)

jy(;rl_z(x _f(i)_ H ‘?{-"‘) r—a

o) = f@=f@) P T fm s
x—a

or, x tendant vers la valeur a, #(=) :Z(a) fl= I_i(“

tendent, respectivement, et par définition méme, vers
¢’ (a) et f’(a). Donc
. o(x) _ ¢(a) e elz) L ¢(x)
hmf(l_) = fla)’ ou lim }T.:—)—hmj'(.t)

On arrive encore a ce résultat par la série de Taylor.
Supposons que f*+!)(a) et pi**+) (a) soient les premiéres
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dérivées qni ne s’annulent pas simultanément pour
X=aj; on aura, en posant x=a-+h dans la for-
mule ( 1) du n°® 122,

],u+l
3...(n41)

Il"+l
rﬁ_(.n +1)

9la+h)= — ?('+‘)(a+9h),

Sfla+h)= S (a+6'h),

d’ou :
ola+h) o™ (a+0h)
Jla+ k) for)(a+0h)

d’oti l'on tire, cn faisant h = o,

9(z) _ ¢0+(a)
L F(=) T fo0(a) *

lim = —

m

» ' . x a™ . . o

163. Exemeres. 1° L’expression ——— devient —

r—a o

pour x = a. Or la dérivée de x™ — a™ est mx™*, et celle
m

. "t —a
de x — a est 15 donc la vraie valcur de ———— est ma™!

pour x = a, quel que soit m.
2° En appliquant la méme régle, on trouve que, pour
—4ar*+ 50z — 2a°

. - M
X = a, la vraie valeur de - 2 est o.
xzt—a

On peut le voir autrement, car
28— fax'+ 5a'x — 2a* == (v — a)}(x — 2a),
—at=(zx—a)(z +a);
donc la fraction donnée est égale a

(v — a)*(z — 2a) (.r—a)(x—za).
(x —aj(x+ a) X +a

expression qui devient bien o pour x = a.
3° Soit ‘Tg—r Pour x = o, cette fonction devient 2:
la denvee de sinx est cosx, et celle de x est 15 donc la
limite de 225 est 1 pour x=o.
a2

Ce résuliat doit étre considéré comme une vérification,
mais non cowmme une démonstration, puisque nous n'a-
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vons obtenu la dérivée de sinx qu'en nous appuyant sur

. . sinzx
ce théoréme, que lim ——est 1 pour x = o.

4° En appliquant la méme théorie on trouve lim
pour x = o; cette limite est o.
On y arrive aussi de la maniére suivante :

sinz sinz

lim :limelimsinz:IXO:o.

On aurait de méme

tangr .. sinzx . 1 ;
lim =lim — XIlim — =1 X1=1.
z z co!

o . ef—e*—ax
5° Limite de —————— pour x =o.
X — sin.xr

On trouve successivement’

7'(.),‘)_8'4—8_‘—2

o
=5 pour z=o0;

Slx) T 1—cosz
qz”(.r)_e'-—c"___ .
Sf(x)  sinx o pour #=0;
() __ et —
Pz = cosa = 2 pour z =o.

La limite cherchée est donc égale a a.
On serait parvenu & ce résultat, en remplagant e*,
et sinx par leurs développements en séries. En effet,

2 xS
eEe=14+r+ -—+ —7 +...,
1.2 1.2.3
x? x3

eF=1—xr+ — — —
1.2 1.2.3

. x x*
i P A 1.2.3.4.5
done
e’-—e"‘—zxzz( = -+ - —I—...\’
1.2.3  1.2.3.4.5 )
x xb

Z — sine —

1.2.3 1.2.3.4.5 et

sin?z

e‘ x
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d’on

x x$
2 -+ ...
ef—e*—a2x  \1.2.3  1.2.3.4.5
xr—sinz a3 : x®

1.2.3 '72’3'/"5'+ :

Si I'on divise le numérateur et le dénominateur du se-
cond membre par x*, puis qu'on fasse x = o, on trouve
encore

lim — —, =
x — sinz
. z*—z
6° lim ————— =—2 pour z=1;
1—xr+lx

o lim I= 1 pour I

— O ur »r—I.
7 z—1 p

@D
VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME 55—.

164. Supposons que Iexpression () prenne la

S(x)

® . . L
forme -, pour x = a, il s’agit de déterminer la valeur

de i mf\ ; On a identiquement

or, pour x sont nuls. Donc la vraie

—a _l__et_L_
T (=) T e()

valeur de cette expression sera la limite du quotient des

dérivées def\ ) etde 7(.:)’ et I'on aura

_S(=) _
lim £ i L [ (=) e(2)  e()
R O I ek [ 72 F@) 5@

$(=)
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g(x )
ous =)’
A=1lim L) ps)
: ¢ (=)
d’ott
olx) ¢ (7).
A ou hm/’( )_l bk

On retombe ainsi sur la régle donnée dans le cas ou
’ . . o , o
1 expression proposée devient ;; par conséquent, s1 -1

désigne V'ordre des dérivées de ¢(x) et de f(x) qui, les
premiéres, ne sont pas nulles ou infinies a la fois, on a
Tim o(z) __ 90+ (a)

Slx) " fori(a)

165. La démonstration précédente suppose que A,
c'est-a-dirc la limite de }%)), est différente de o ou de
Finfini; je dis d’abord que la méme régle subsiste quand
A=o. En effet, g désignant une constante, I’expression

. w . .
deviendra encore _—- pour = a; mais sa vraie valeur

?()

est g, puisque A ou - est nulle. Donc, d’aprés ce que

fia)

nous venons de démontrer, -

__¢(a)+gf'(a) _ ¢'(a)
= Fla) £+ F(ay
donc
¢'(a)
f'(“) —o0=—A

Ainsi, dans ce cas, I'application de la régle générale cou-
duit 4 la vraie valeur de I'expression.
1l en résulte qu’elle y conduirait encore si A était in-
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. 9(a) fla) . —
finie, car sx7(——)-—so on a?(a)—-o. Donc W“—)_O’
I(a‘ .

Sf(a) ™

et par consequent

VALEUR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME 0 >< 0.

166. Pour trouver la valeur de 'expression ¢ (a) f(a),
dans laquelle ¢(a) =0 et f(a) =, on observe que

o(z) f(x) = ;@-,

S (=)
. . . o
expression qui devient Spourr=a.

"On peut encore poser

9(2)
qui devient gz— pour r = a.

Dans les deux cas, on appliquera les régles précédentes.
On trouvera ainsi

lim [(I z) tang “'r] =2 pour 2 =1
2 w -

167. Lorsque les dérivées de ¢(x) et de f(x) con-
duisent a des expressions qui présentent toujours pour
x = ala mémec indétermination que celle dont on cherche
la vraie valeur, il faut recourir a des artifices particuliers.
Celui qui réussit le plus généralement consiste a rempla-
cer x par a + h, 4 développer les fonctions par la série
de Taylor, & opérer toutes les réductions et simplifications
possibles, et a faire finalement 2 = 0. Ainsi

(1) V;—\Fn+\/.r—a

v'_t:___a:
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. 0 . ..,
devient - pour x = a. Le quotient des dérivées
o

devient %, et les dérivées suivantes donneront tou-

© A . .
o Pour déterminer la valeur de l'expression (1),

jours
posons x = a + h; elle devient

‘/a—‘-/'—‘/;'*'\r/;;
VZ\/za + A

Si Pon muliiplie les deux termes de ce rapport par
Va +h + a, il vient
b+ VR (Ja 5T + ya)
Vhy2a +hk(Ja+ 1k + \/;),

divisant ensuite ces deux termes par /i, on a

Vi +\a+h+\Ja .
V2a +h (ya+h + \/a)

expression qui, pour i = o, devient
2 ~/(—1 ou !
2ya.\/2a V2a
On serait encore parvenu a ce résultat, en développant
Va + £ par la formule du bindme.

VALECR DES EXPRESSIONS QUI PRENNENT LA FORME o°
ou 1%,

168. L'expression f (x)?(*) prend une forme indéter-
minée lorsque les fonctions f(x) et ¢ (x) s’annulent
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toutes les deux pour x = a; on trouvera sa vraie valeur
en cherchant celle de,son logarithme ¢ (x) 1 (x).

Par exemple, soit a trouver pour x =0 la limite
i

de f(x)®. Le logarithme népérien de cette expression

estlf(z) » et sa limite est celle e’ (=), On aura done
z S(=z)
1 timL(2)

limf(z)*=e (),

De méme, la vraie valeur d’une expression qui prend la
forme 1® se déduira de la vraie valeur de son logarithme
qui prendra la forme o ><o.

EXTENSION DES REGLES PRECEDENTES.

169. Les régles pour trouver la valeur des expressions
qui deviennent indéterminées quand x = a subsistent
encore lorsque a devient infini, puisqu’elles sont vraies
quelque grand que soit a; mais la démonstration ne
pourrait plus se faire de la méme maniére. Nous allons
arriver directement a ces régles dans le cas d’une expres-

© e . (4}
sion qui prend la forme S pour x=co. A ceu effet,

. 1
soit & = ;; on aura

e = (2. r@0=1(3);

G,
7(5)

\.

d’ou

lim m—; = lim

S (=

Or pourx ==, onay=o:donc
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ou bien
| ) -
e(z) _ ?____ — lim (%)
S(=z) £ (_) f (=
Y
Mais avant d’appliquer les régles il faudra bien s’assurer
¢'(=)
S(=)
d'une limite quand x tend vers l'infini, Par exemple,
P'expression

).
)

s approche

que I'expression proposée, ainsi que

cosx
1
x - cosx x
x —sing sinax
1

x

tend vers 1 pour x = , tandis que le rapport des dé-
1—sinx
rivées T coss 2 Une valeur complétement indéterminée

quand r = .

EXERCICES.

1. limzres=lim 23007

=o0 pour x=oo;

cette limite est encore o, méme quand » n’est pas entier, commo
on s'en assure en développant ¢ en série.

1
2. limz* =1, pour x=o.

1
—

3. lim(Az"4+Bx"'4.. .+U)=1, pour = c.

1
4. lim(14+x)*=e pour z=o.
.at*—b*
x

3. =la—1b powr z=o.
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TREIZIEME LECON.
DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES.
Fxtension du théoréme de Taylor aux fonctions de plusieurs variables.

— Extension du théoréme de Maclaurin, — Propriétés. des fonctions
homogénes.

EXTENSION DU THEOREME DE TAYLOR.

170. Soit « = f (x, y) une fonction de deux variables.
Pour développer f (x + %, y + k) suivant les puissances
de % et de k, on change d’abord x en x4kt y
en y + ket et, dans le résuliat f(x + ht, y + kt) déve-
loppé suivant les puissances ascendantes de ¢ par la
formule de Maclaurin, on fait ¢ = 1.

Soit donc

S(z+ht,y + kt)=9(t) =TU;

si I'on pose, pour simplifier la notation,
z+ht=p e y+ihit=gq,
on a
U=¢(e)=S(p, 9)-

Maintenant on a, d’aprés la série de Maclaurin,

’ e 2 (N L n)
?(t) ___?(0) +t? (0)+ 1.—2? (0}+...+ m?( (0) +R
et

R=—— (¢ (9 — ¢ (o))

Mais, a cause de ¢ () = U,

, dU . dU dU,  dU

puisque 'on a
dp = hdt, dg = kde;
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done

d |
v, v,

dp dg

Si I'on désigne ¢/ (z) par U, U’ sera encore une fonction
depetdeg, et I'on aura

dUu’ dUu’ d*U d*U d*U
”ip\ — — 2 o
b4 (t) r/p PP dq i dp? h 'zdpdq hi dq?

Mais le dernier membre n’est autre chose que le déve-

loppement de <dgll;] h+ %J k>’ dans lequel on aurait

remplacé dU* par d*Uj; on peut donc écrire la formule

symbolique :
vy (94U h+ dU i
! (')_( dp " dq ) ’

on aura de méme

win (AU, . dU \®
,(4)_(71)/‘ dq‘)

et, en général,

dU dU \™
(n) = |{— — k%
e (¢) (llp h+ e l)

ce qu'on démontrera aisément en faisant voir (comme
pour les différentielles totales des fonctions de plusieurs
variables) qu'une nouvelle différentiation revient a mul-

tiplier chaque terme de l'expression symbolique par

‘-‘llg h + — k, puis a changer les exposantsde 4U en in-

dices de dlfferenuauon.
Ainsi donc on aura généralement

U arU
?(") (t) = dl/" ll.-f— II‘W hr='k
n(n—1) d0 . .
T gt e
d*U da*U
—_— 1 —_—
dpdg= hkr=' 4 a7 k=,
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171. Maintenant, comme

cu=f(z7), U=Sf(pq), p=z+hty, 9=y +k,
si 'on fait t=0, p devientégal & x, ¢ a y, Udu, et

l'on a
9 (0) =f(z,7)=u;

du du
4 = — k
¥ dx h dy ’
du du )\ ®
L4 — P
¥ () ((u h+ o ‘) ’
dn du \(® -
(n) = | — _— :
? (o)__(dyh+dfk> 3

d'ailleurs, si 'on poset =1, on a
R= 1 .2.;. .. [$ (8) — 9™ (0)};
donc

N flz+h, y+ k)

—u+dul duk+ I duh_*_du‘- \2)
- d—:‘+ﬂ 1.2 \dz dr
(1) 1 du du )\ @)
—_— b —k
+tio3\&E et T

1 dll’ du (")+R
Y1z 5""2; ‘

On a'd’aiileurs

1 dU dU \ ™ du due \ (™
“~——1.2...n[(,1—,,"+7;‘> —(a“a;‘) ]

expression dans laquelle il faut remplacer p par x + 64,
et g par y + 0k.

172. Comme % et k sont les accroissements arbitraires
des variables indépendantes x et y, on peut les remplacer

par dx et dy, ce qui change ¢/ (o) en du, ¢” (o) en
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dtu,etc., et il vient
din dsu
x4+ h +k)—u+du + — 4+
S » ) 12 .2.3
d*u
1.2...n

‘o0 o

-+ R.

On parviendrait de la méme maniére a la formule

Sle+h, y+hkz41,...)

(2) du don’
=4+due 4 —+...+ — +R,
1.2 1.2...0 .
ou
[dU d d (»)
R=—" [(Up Uy Y, .
1.2...n0 dp dy dr

(Iu/ du‘._'_ dal (n)
E‘+‘—E E +... ]-

Dans cette expression symbolique, on a

e=f(2,7,25.+.)s U:f((),q,r...),
p=x—+0h, q=y—+0k r—=z+6...,

et 0 représente une fraction positive.

Quand on reconnait que le reste R peut devenir
plus petit que toute quantité donnée, lorsque n est
assez grand, la série indéfinie qui forme le second membre
de T'équation (2) est convergente et a pour somme
flx+bh, y+k, z+1,...). Cestla série de Taylor éten-
due a un nombre quelconque de variables.

173. On peut faire voir ici, comme pour les fonctions
d'une seule variable, qu’en prenant % et k assez petits,
un terme quelconque du développement, s’il n’est pas
uul, surpassera en valeur absolue le reste de la série, a
partir de ce terme.

Ainsi soit, dans la série (1), le terme

1 drn dru dre
—_ | — —_— _hn—1 .ol .
o l.2...n(d.c" ’ +"dz"—'d_yh k+ +d_r" )’
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on a
d*U d"u d*U dra \k |
R _-dp—'_ dr* ”<dp"—'dq—(1.t"—'dy>7z- e
T d"u du & ?

PrORE el e

aprés avoir divisé les deux termes de la fraction par 4".
Or, pourh==oetk=o, d.L‘U—- devient & :

e dg— dzody™ @
donc, en prenant k et k assez petits, le numérateur pourra
¢tre rendu plus petit que toute quantité donnée, puisqu'’il
se compose de groupes de termes qui tendent séparément
vers zéro, tandis que le dénominateur a une limite diffé-

rente de zéro; donc, etc.

EXTENSION DU THEOREME DE MACLAURIN.
174. Supposons que, dans le développement de
f(x+h, y +k)dan® 171, onfasse x =0, y = 0. Dé-
. N du du devi
signons par u,, s oa @ oo- -+» Cce que deviennent u,

du du :
=9 ——9°°°y pour.‘r:o, y=o

de’ dy
On aura
du du
f(’l,“):llo—i-(;l‘—t).ll —+ (FJ:)."

©)
+ (ﬂ> b+ (ﬁ) k| +...+R.
1.2 \dz/, dy/,
Cette formule deviendra, en remplagant % par x, k par y,
: ‘du du

3) |7t ])—u'+(z>oz+(77>.’ |
( ' + 1 du + du (3).

— (Z z ) R4 -+...+R,
ct I'on aura

_ 1 dU du \m du du \
R= l.2.3-..ll[((/p h+d_ql‘). —(3;,‘+Zk)o ].

StuRN. — An., 1. 1
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expression dans laquelle on doit faire x =0, y = o, et
remplacer & par x, k pary, p parx et g par 6 y. Lors-
que R tend vers o 4 mesure que n augmente, le second
membre de la formule (3) donne lieu a une série conver-
gente qui a pour somme f(x, y). Cest la série de Mac-
laurin étendue aux fonctions de deux variables On 1'é-
tendrait de la méme maniére aux fonctions d’'un nombre
quelconque de variables.

FONCTIONS HOMOGENES.

175: Une fonction est dite homogéne, lorsqu’en mul-
tipliant les variables qu’elle contient par un méme fac-
teur, le résultat est égal a la valeur primitive de la fonc-
tion multipliée par une certaine puissance de ce facteur.
Ainsi f(x, y, z) sera une fonction homogéne si I'on a

Sl(tey, iy, tz) =" f (2,7, 3);
m est dit le degré de la fonction.

- 176. Sil’on divise une fonction homogéne du m*™ de-
gré par une des variables élevée a la puissance m, la
fonction ne dépendra plus que des rapports des autres
variables a celle-ci. :

1 .
n effet, posons txr — 1, on aura t = -, et la relation
En effet, p t s t=_, et la relat
f(tx,. ty, tz) =" f(x,7,%)

f(x,'Z, 5):@1‘_

devient
r x ™

Réciproquement, si cetle condition est remplie, la
fonction est homogéne. En effet, si

flz7r8)= zm,(z, i),

zr X
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on a
y z
Stz ty, tz) = t"2™9 (;a ;) .

Eliminant la fonction g, il vient
Stz ty, 1) = t"f (2,7, 2),
ce qui démontre que la fonction f(x,y, z) est homogéne.

AT1. Les dérivées partielles et du premier ordre de
toute fonction homogéne du m*" degré, f(x,y, z),
sont des fonctions homogénes du (m — 1)?*" degre.

df(z,7,2)

7 =9 (x,7,2);0na (175

Soit, en effet,

Stzy by, tz) = l"ff(.’t,]’, z);

d’ou, en prenant la dérivée des deux membres par rap-
» €np p P
port a x,

¢tz by t2)t=1t"9lx, y,2);

ce qui revient a
o(tz, ty,tz) = t"'g(x, y,2);

d)
Y (27,2) est une fone-
dx

donc (176, récipr.) ¢(x,y, z) ou
tion homogéne du (m — 1)?me degré.
178. Pour toute fonction homogéne, on a (175)
Sz, by, t3) = mf(zy 5, 2).
Posons
t=—1+4«a,
on aura, u désignant f(x, y, z),

(a) flz+az,y +ay, s+ a3) =(1+ a)"u.

Or, la série de Taylor éiendue aux fonctions de plusieurs
1.
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variables (172) donne
du du du )

f(a:+a.t,_r+ay,z+az)=u+a((—z;z+ 53’-4— L’

+ a? [dn +du _._duz (’)+
T2\dz” dy'r dz e

puis le développement du bindéme donne

m(m—1)
1.2

(|+a)‘;'u=u+mua+ ux...

Comme I'équation (a) est identique, il en résulte

du +du L ds
(1) == d_y‘r - 3= mu,

) (Iur+du +du ™ (m—1)u
(2 e Z?’y dzz) =m ,

du du du \©®)
(3) (-(E.z--g_ 7_7-"7+ ;l—;z) =m(m—1)(m—2)u,

La relation (1), la plus importante, montre que la
somme des dérivé.s partielles d’une fonction homogéne,
multipliées respectivement par la wvariable correspon-
dante, est égale & la fonction multipliée par son degré.

179. ExempLE.
u—=A2*+ By*+ Cz2*+ aDyz + 2Exz + aF xy,
Ona

%‘:2A::+2Ez + aFy, 4
du .
p =2By+ 2Dz + 2Fz,

%:nﬂz +2Dy +2aEx,

d'ou
du du +zdu
* dr +‘rd_r dz
=2(Azx'+By*+ Cz’+2Dyz + 2Exz+2Fay) =24,
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180. L'identité (1) peut s’obtenir directement comme
il suit.

Posant
. te=p, yr=gq, tz=—=r,

on a
flps g5 r) =Sz 9,8); .

d’ou il résulte, en prenant la dérivée des ldéux membres
par rapport i t, :
df(p,q,r) af(p, q,7) af(p,q,7)
dp - dq ry+ ar
=mt*'f(z,y,2).

Cette identité a lieu pour toutes les valeurs de ¢; or
sit= I,

af(p, q,7) df(ps qs 1) daf (p,q,7)
dp dg dr

deviennent respectivement

du du .du
pd -‘7.-7" =’
donc
(1) .z'du -+ du -+ du =mu
& I g =

181. Pour démontrer directement la relation (a), il
faut différentier I’équation (1) par rapport a x, a y et
a z; ce qui donne

dn d*u d*u du du
T NVl Pk T =T &

d*u diu d*u .du du
.TW+J' W‘-_'-zz;z?z—_'_d__;:m@’
TR N PR T 7}

drdz dydz d:? dz dz

Ajoutons ces équations respectivement multipliées par
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x,y, %, puis retranchons des deux membres de I'équation
résultante la quantité

du o du + du R
de” " dy rYa@m®
il viendra

du + du “du \D ( N

d.r'z d_y‘r+dzz =m(m u.
On obtiendrait de la méme maniére les équatious (3), (4)
et suivantes (178).
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“QUATORZIEME LECON.
MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE.

Maximums et minimums des fonctions d’une seule variable indépendante.
~— Applications. — Maximums et minimums d’une fonction implicite.

MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS D UNE SEULE
VARIABLE INDEPENDANTE.

182. Soit f(x) une fonction d’une seule variable .

Si, en faisant croitre x, la fonction prend une valeurgéelle

qui surpasse celles qui la précédent et celles qui la suivent
immédiatement, cette valeur de la fonction est dite un
maximum. On appelle minimum une valeur moindre
que les valeurs voisines.

Si f(x) devient un maximum pour x = a, la diffé-
rence f(a + h) — f(a) sera négative, quel que soit le
signe de &, pourvu qu'on prenne % suffisamment petit.
Cette différence serait positive si f (a) était un minimum.

183. Une fonction peut avoir plusieurs valeurs maxi-
mums et minimums, lesquelles doivent se succéder alter-
nativement. Un maximum peut étre moindre qu’un mi-
nimum.Un maximum négatifdevient un minimum quand
on fait abstraction de son signe, et de méme un mini-
mum négatif pris positivement devient un maximum.

Ces diverses con-

, ¥ig. 8. _ “séquencesde ladé-
- B finition sont ren-

i rvz T dues manifestes
\ —_A ] par linspection
7/ de la courbe si-

\
\ / * nueuse ABCDE.
% Soit y = f'(x) I'é-
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quation de cette courbe; les valeurs maximums et mi-
nimums de f(x) sont évidlemment les orgonnées des
points A, B, etc., ou la tangenteest paralléle a 'axedes x.
On voit que 'ordonnée du point A, qui est un-maxi-
mum, est moindre que I'ordonnée du point D, qui est un
mimimum, et que I'ordonnée du point B, qui est un
maximum en valeur absolue, est un minimum quand on
la prend avec son signe,

184. On sait que la fonction f'(x) croit continuelle-
ment lorsqu’en faisant croitre x, dans un certain inter-
valle, la dérivée f' (x) reste constamment positive, et que
f(x) décroit au contraire quand la dérivée est négative.
La fonction f(x) ne devient donc ni maximum ni mi-
nimum tant que, x croissant, la fonction dérivée con-
‘serve le méme signe. Mais si la dérivée change de signe
lorsque x atteint et dépasse une certaine valeur a, alors
la fonction f(x) deviendra, pour cette valeur, un maxi-
mum si la dérivée passe du positif au négatif, ou un mi-
nimum si la dérivée passe du négatif au positif. Cette
dérivée ne peut d’ailleurs changer de signe qu'en s’éva-
nouissant, ou bien encore en devenant discontinue ou
infinie. Ainsi, les valeurs de x qui rendent f(x) maxi-
mum ou minimum sont uniquement celles pour les-
quelles f' (x) devient nulle, infinie ou discontinue en
changeant de signe.

185. Ordinairement le maximum et le minimum ré-

" pondent a des valeurs de x pour lesquelles la fonction

dérivée change de signe en s’évanouissant et en restant

finie et continue. Dans ce cas, on peut établir les condi-

tions du maximum et celles du minimum & I'aide de la
série de Taylor. On a d’abord

[z + k) —f(z) = hf' (z) + R.

Si f’ (x) n’est pas nulle, la différence f(x + k) — f(x)
a le méme signe que hf” (x). Cette différence change done
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e signe avec .5 donc f(x) n'est, dans ce cas, ni maxi-
mum ni minimum.
Mais si f'(x) est nulle et si f”(x) ne I'est pas, on a

flz+h)—f(z)= l—,'-’—zf”(x)q-l\;

alors, quel que soit le signe de &, f(x+%)— f(x) ale
méme signe que f” (x). Donc, si f”(x) est positive pour
la valeur de x que I'on considére et qui annule f/(x),
S (x) est un minimum, et si f”(x) est négative, f(x) est
un maximum.

Mais si f”(x) est nulle, on aura

Flo+h)— f(z) = — f7(2) + R;

1.2.3
et si f”(x) n’est pas nulle, f(x + %) — f(x) changera
de signe avec k : f(x) ne sera ni maximum ni minimum.
Si f"(x) = o, on aura

Flz+h)—flz) = sz.‘g-.—zf"(.r) +R,

et f(x) sera un minimum ou un maximum selon que
S (x) sera positive ou négative pour la valeur de x qui
annule ' (x), f"(x), f" (x), et ainsi de suite.

186. En général, quand une valeur de x annule quel-
ques-unes des dérivées successives f' (x), f"(x),..., si
la premiére dérivée qu'elle n’annule pas est d’ordre
pair, la fonction f(x) est un minimum ou un maximum,
selon que cette dérivée est })osilive ou négative; mais il
n’y a ni maximum ni minimum si la premiére dérivie
qui ne s’annule pas est d’ordre impair.

Cette régle s’accorde avec celle que nous avons donnée
plus haut (n° 184); car si, par exemple, les trois pre-
miéres dérivées s'annulent, on aura, en appliquant la
série de Taylor & la dérivée,
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et l'on voitbien que f'(x) changera de signe avec 4. Il
est clair que f’ (x) ne changerait pas de signe avec % si
la premiére dérivée qui ne s’annule pas était d’ordre
impair.

APPLICATIONS.

187. 1° Minimum de x*. Comme il revient au méme
e faire la recherche du minimum sur le logarithme né-
périen de cette expression, posons

Sflz) =lar*=2zlx;

on aura
1
flz)=1+]lz et f’(x):;-
Or si 'on fait .
I+ |.z‘:0,
on a
le =—1, dou r—et=1.
e
Comme

I
f” (—) =—=e€ > o,
e
o e 1
on en conclut que x est minimum pour x = —-

2° On donne deux points A et B, situés dans deux
milieux différents, séparés par
une surface plane P. Un mo-
bile se meut dans le premier
milieu avec une vitesse uni-
Sorme u, et dans le second mi-
lieu avec une vitesse uniforme v;
on demande le chemin AHB
que ce mobile doit suivre pour
se rendre de A en B dans le
temps le plus court.

Fig 9.

1

Il est clair d’abord que ce chemin doit éire composé
de lignes droites. Je dis ensuite que la ligne brisée qui
résout le probléme doit é&tre dans le plan ABCD, con-
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duit par les perpendiculaires AC, BD au plan P. En eflet,
supposons que cette ligne soit AGB et qu’elle rencontre
le plan P au point G non situé dans le plan ABCD. Me-
nons GL perpendiculaire 4 CD, et joignons AL et BL.
Les triangles AGL et BGL étant rectangles en L, on a
AL << AG et Bl. < BG; par suite, le mobile ira plus ra-
pidemém du point A au point B en suivant le chemin
ALB qu’en suivant le chemin AGB. )

Cherchons donc, dans le plan ABCD, perpendiculaire
au plan P, la ligne AHB, qui est parcourue par le mo-
"bile dans le moindre temps possible. Soient-

AC=a, BPD=0V, CD=c et CH=ux;

le temps que le mobile emploie pour aller de A en H

AH ‘a? x3 . .
est — — E—_*——, et celui qu'il met pour aller de H
u u

’ BH b2 —xz) . .
en B est — = ‘/—M; par suite, la fonction

qu'il s’agit de rendre un minimum est

Sf(=x)

Posons donc

Va2 b (c—z)
- u + P )

S () ou z - — — b =o,
uya® +x? b+ (c — z)?

ou bien
x c—x

u\/;‘+x”_v‘/b“+(c—x)’

Si I'on voulait tirer de cette équation la valeur de , il
faudrait en élever les deux membres au carré, et 'on au-
rait ensuite a résoudre une équation du quatriéme degré.
Mais comme

x
va' + z
c—a

= sinCAH —ssinAHK,

=—sinHBD — sinBHI,

VU i+ (e— z)2
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on voit que, dans le cas du minimum [la fonction f(x)
n’a pas évidemment de maximum ], on a

sin AHK _ sin BHI o sin AHK =«
u e " SnBHL

P .y e, U
Dans la théorie de la lumiére, la quantité =1 rapport

des vitesses de la lumiére dans les deux milieux, est I'in-
dice de la réfraction de la lumiére, au passage du premier
milieu dans le second.

30 f(z)= e+ 2c08x + ",

On a
' S (z) = e*— 2sinx — 7%,
S (x) = e*— 2.cosx + ¢*.

Si l'on égale ' (x) a 0, on a x = o, valeur qui, sub-
stituée dans f(x), donne f (o) = 4. '

Pour savoir si c’est un maximum ou un minimum,
substituons o & la place de x dans f7(x). Comme
S" (o) = o, il faut aller plus loin. Or
S"(z) =e"+asint—e* et [ (x)=e"+ 2c0sx + €77,
d’ou I'on tire

S"(0)=o0 et f(o)=4; "
donc f(0) = 4 est un minimum de f(x).

4° Trouver la distance minimum d’un point donné

M (a, b) & une courbe dont on connatt l’équation

(1) y=rf(=).

Joignons MK, K étant un point quelconque de la
courbe. On aura

ﬁz:' (z—ap+(r—>b).

En égalant a zéro la différentielle de cette expression,
nous aurons '

(z—a)+(y—8)T —o,
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équation qui revient a '

y—bdy
T t1=o.

(2)

. d . .
Or cette relation entre EE, coefficient angulaire de la tan-

. —b
gente a la courbe donnée au point (x, y), et ‘: —» coef-

ficient angulaire de la droite MK, montre que ces deux
droites sont perpendiculaires entre elles. Donc la droite
minimum doit couper la courbe donnée a angle droit.

Si la distance MK était susceptible d’'un maximum, on
le trouverait encore par la résolution des équations (1)
et (2).

Considérons en particulier le cercle dont I’équation est

2?4 yri=r.

d . .
On aura -~ =—Z, et la relation (2) deviendra
dzx y
—b
I — A -f =0,
zx—ay

ou bien, aprés réduction,

y=_=.
Fig. 10. Ainsi, pour déterminer x
y et y, nous aurons les deux
' y équations
3
S 2+ yi=r,
) \A—"N—_‘ L y= b z
\ —a
‘ . - .
qui, prises simultanément,

4 représentent les points d'in-
tersection du cercle donné avec la droite MO. Alors KM
sera la distance minimum, et K'M la distance maximum,
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comme on le verra facilement en considérant les dérivées
suivantes.

Mais il se présente ici une singularité que I'on peut ce-
pendant expliquer par la définition méme des maximums
et des minimums.

Supposons que le point donné soit le point N situé sur
I’axe des abscisses a une distance a du centre. Le carré de
la distance NH sera représenté par 'expression

ri+ ("" —a)’,
ou bien par
r:—asax + a'.

Or la dérivée de cette expression est une quantité con-
stante (— 2a) qui, par conséquent, ne peut étre égalée a
zéro.- Ainsi, quoiqu’il existe une distance minimum qui

- est NA, on ne 'obtient pas par notre procédé. Cela vient
) pas p p

de ce que, d’aprés la définition, une fonction est mini-
mum pour une certaine valeur de la variable, lorsqu’elle
angmente pour des valeurs plus grandes et plus petites
de cette variable. Or, si NH est considérée comme une
fonction de x, NA n’est plus un minimum dans le sens
que nous venons de dire, puisque cette fonction, réelle
pour des valeurs de x moindres que r, devient imaginaire
pour des valeurs plus grandes.

50 Sf(r)=a"(b— z)~

Cette fonction est nulle pour x =0 et pour x=25.11
est clair qu’entre les deux valeursa et b, il y en aura au
moins une pour laquelle clle sera maximumj en prenant
la dérivée, on aura

S (x) = mx™ (b — z)* — nz™ (b — z )
=z (b — )" (mb — mx — nz).

11 faudra donc. poser

(b —z ) [mb — (m + n)z]"—:o,

—
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ce qui donne les trois valéurs

mb
x==——, x=0b, x=o.
m -+ n

A la premiére correspond un maximum, car la dérivée
passe évidemment du positif au négatif quand x dépasse

la valeur

“+n
Si m est pair, a la valeur o correspondra une valeur
minimum de la fonction, mais dans ce cas seulement.
En effet, pour des valeurs positives ou négatives trés-
voisines de zéro, les facteurs de la dérivée, (b—x)"! et
mb— (m+ n)x, sont toujours positifs, tandis que le fac-
teur x™~* passe du négatif au positif, puisque m est pair :
la fonction sera un minimum dans ce cas. Mais si m est
impair, aucun des facteurs de la dérivée ne changera de
signe, et il n’y aura ni maximum ni minimum.
"On verra de méme qu’a la valeur 4 il correspondra un
minimum si 7 est. pair, mais qu'il n’y aura ni maximum
ni minimum si 7 est impair.

- k]
MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES D UNE
SEULE VARIABLE INDEPENDANTE.

188. Soit

y:—2mxy +x*=a

une équation qui détermine y en fonction de z. On peut
trouver les maximums et les minimums de y sans la
résoudre. En effet, la différentiation de cette équation
donne

dy
(y —mz) L —my + =0,
d’'on
dy my—=z
dr~ y — mz
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Comme les valeurs de x quii répondent a des maximums
ou a des minimums de y doivent satisfaire a la condition

dy

~ =o0
dr ’
on aura ccs valeurs en résolvant les deux équations
y*—omry +z*=—=a, x—my=o.

189. Supposons, pour plus de généralité, que I'on ait
trois équations entre quatre inconnues :

‘f(zv Ys %, u)==0,
(l) ? ¢(z, s 3, u)=o0,
Y(x, ¥, 2, u)=o.

L’une quelconque des variables, x par exemple, étant
prise pour variable indépendante, les trois autres seront
des fonctions de celle-ci. Considérons en particulier Ia
fonction u.. Pour trouver les valeurs de x, ainsi que les
valeurs correspondantes de y et de z, qui donnent des
maximums ou des minimums de u, on observe que, dans
Ie cas ordinaire du maximum ou du minimum, on a

du
dx~
D’aprés cela, la différentiation immédiate des équa-
tions (1) donne, en y regardant y, z et u comme des
. . \ du
fonctions de x et supprimant les termes ou entre 2=’
df df dy df dz
— 4+ .= 4+ 2. —o,
de  dy de  dz dx

) dy dy dy  dy ds

d.r+d_y dr " Az de !
dy _dy dy _dy ds

—_——— —

de  dy de dz dx
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. . dy _dz » . .
On élimine e et e I'on obtient une équation,

(3) F(z, 7, z, uj=o0,

qui, jointe aux équations (1), détermine les valeurs de
z, y;, z et u.
En différentiant de nouveau les équations (1), on ob-

. du .
tiendra —- On y substituera les valeurs trouvées pour

x, y, 2, u, et, selon que le résultat sera positif ou néga-
tif, u sera un minimum ou un maximum.

L’élimination de 7 et de —- entre les équations (2)
'z d.t

peut se faire en ajoutant ces équations mulipliées res-

pectivement par 1, A et p, et choisissant les indétermi-

nées A et p de maniére que dans le résultat les coefficients

d dz . e . .
de X ct de 2= soient nuls. On remplace ainsi les équa-
dx dr

tions (2) par celles-ci :

df dy
d.z+ dx+F¢_1;—o’
af 4 9V _
(4) $+1§;+P3;—°a
d d d
f+1—? y—q’:o.

dz dz ds

L’élimination de 1 et de p1 conduit quelquefois plus rapi-
dement & I'équation (3) que celle de —~ et de dz 7 entre
les équations (2).

190. Soient a déterminer les maximums ou les mini-
mums d'une fonction explicite F(x, y, z, u), x, y, z
et u étant des variables liées entre elles par les équations

Sz 7 2 u):o,
) ?("’ Y % "):Oy

Y(z, y, 2, u)=o.
Stunm. — An., 1. 12
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L’une des variables, x par exemple, étant regardée
comme indépendante, y, z, u, (F, z, y, 2, u) seront des
fonctions de x.

Sil'on joint aux équations (1) la suivante,

F(z, 7,3, u)—e=0, .
on voit que la nouvelle question est un cas particulier de
la précédente, savoir celui dans ]equel la fonction impli-

cite v, dont on cherche les maximums et les minimums,
n’entre que dans une seule des équations (1).

EXERCICES.

A. Quel est le plus grand quadrilatére que on puisse former
avec quatre cdtés donnés?
SorutioN. — Le quadrilatére inscriptible.

9. Trouver sur une circonfércnce donnée un point tel, que la
somme de ses distances a deux points donnés soit urn mazximum ou
un minimum.

SorurioN. — Le point de contact de la circonférence et d’une el-
lipse, tangente au cercle, ayant pour foyers les deux points donnés.

3. Inscrire dans une sphére donnée un céne dont la surface to-
tale soit un maximum.

SorutioN. — En désignant par x la hayteur du céne et par r le
rayon de la sphére, on a
B-V17,

z= 16

4. Circonscrire & une sphére donnée un céne dont le volume soit
un minimum.
SoLutioN. — Mémes notations.

x = 4r, vol. max.= g-nr’.

8. Parmi toutes les paraboles que peuvent décrire des corps
pesants partant d’un point donné avec une vitcsse donnee, trouver
celle qui a Uaire la plus grande.

SovutioN. — Parabole décrite par un corps lancé dans uné di-
rection inclinée de 6o degrés a I'horizon.
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6. Parmi toutes les cordes d’une méme longueur inscrites dans
une courbe donnée, déterminer ceile qui retranche le plus grand ou
le plus petit segment. ’

SorutioN. — La corde doit faire des angles égaux ave¢ les tan-
gentes menées a la courbe par ses extrémités.

1. Deux roues circulaires extérieures U'une & Uautre sur un méme
plan tournent uniformément autour de leurs centres fizes, Pune
faisant denx tours, Pautre trois tours par seconde. Déterminer les
époques ct les positions des deux roues pour lesquelles deur points
marqués sur leurs circonférences seront & la plus petite ou ¢ la plus
grande distance I’ur de Uautre.

12,
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QUINZIEME LEGON.

MAXIMUM ET MINIMUM DES FONCTIONS DE PLUSIEURS
VARIABLES.

Maximums et minimums des fonctions explicites ou implicites de plusieurs
variables indépendantes.

MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS DE PLUSIEURS
VARIABLES INDEPENDANTES.

191. On dit qu'une valeur particuliére et réelle d'une
fonction de plusieurs variables indépendantes f(x, y, z)
est un maximum, quand elle surpasse toutes les valeurs
voisines de cette fonction, c’est-a-dire celles qu’on ob-
tiendrait en donnant aux variables des valeurs trés-peu
différentes de celles que 'on considére. On appelle mini-
mum d’une fonction une vateur particuliére moindre ‘que
toutes les valeurs voisines. La différence

Slx+hyy+kyz+1)—f(z,7,2)

doit donc étre constamment négative pour des valeurs
suffisamment petites et aussi petites que I’on voudra, de &,
ketl, quand f(x,y, z) est un maximum, quels que soient
les signes de %, k et I; au contraire, cette différence est
constamment positive quand f(x, y, z) est un minimum.

Supposons que la fonction u = f(x, y, 2) soit un maxi-
mum éu un minimum pour x = a, y = b, z = c. Sidans
cette fonction on attribue 3 y et a z les valeurs fixes b et c,
et qu’on ne fasse varier que , elle sera encore un maxi-

mum ou un minimum pour x = a. Par conséquent, il
du

= soit nulle,

faudra que, pour x=a, y=25, z=c,

- . . . du
infinie ou discontinue. On dira la méme chose de e et
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du ) . .
de p Donc les valeurs de x, y, z qui rendent u maxi-

mum ou minimum se trouvent parmi celles qui rendent

e, du du du
les dérivées —

lles, infinies ou discontinues.
A & nulles, i €s o

192. En se bornant au cas o ces dérivées sont conti-
nues, on peut recourir & la série de Taylor pour distin-
guer, parmi les solutions du systéme,

du o du ___ o du o
dz— ' dy ' dz
celles qui répondent & des maximums ou i des mini-
mums. En effet, on a Au ou
du du du
fle+h, y+k 2+1)—f(x,y,2) = Ek-&- o k+ £I+R.
Or on peut toujours prendre %, k et [ assez petits pour que
-la somme des valeurs absolues des termes qui contiennent
k, k et / au méme degré surpasse la valeur absolue da .
reste R correspondant : d’ailleurs, dans la question qui
nous occupe, on doit.regarder A, k et Z comme pouvant
étre plus petits que toute quantité donnée, et en méme
temps comme ayant des signes quelconques; donc: 1°Au
doit avoir le méme signe que

d. u

—/l—,— -—‘ +

2° si 'on n’avait pas a la fois

du du du

— =0 —_—— =0 — =0

dzx ' dy ’ dz ?
f(x, ¥, z) ne pourrait étre ni un maximum ni un
minimum, puisque en changeant simplement les signes

de h, k etl, sans changer leur valeur absolue, on change-

d
rait le signe de l b+ "k—i— =1, ety par suite, celui
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de Au. Nous retrouvons ainsi les conditions précédem-
ment obtenues (191). . -

193. Cherchons maintenant quelles sont les conditions
nécessaires et suffisantes pour que f(x, y, z) soit un
minimum ou un maximum.

La différentielle totale du premier ordre étant nulle,
on aura .

du=—— (AR +BA ~+ CB+ 2D hk + aEhl + 2 FAl) +R,

ou bien

Au:%d’u—{—l{.

Admettons d’abord que les coefficients A, B, C, D, E, F,
qui, pour abréger, désignent les dérivées partielles du

d*u diu . ) \
second ordre, — » —— elc., ne soient pas tous nuls a la
dx* ~ dy

:
fois pour les valeurs considérées de x, y, z, c'est-a-dire
pour celles qui annulent les dérivées du premier ordre
du du du
de’ dy’ &z

Si d*u n’est pas identiquement nulle, il peut arriver
trois cas:1° d*u pourra changer de signe, alors il n'y aura
ni maximum ni minimumj; 2° d*u conservera toujours le
méme signe, alors u sera maximum ou minimum selon
que d*u sera négative ou positive; 3° d* u sera nulle pour
certaines valeurs de %, k, /, mais sans jamais changer de
signe, alors on ne peut dire, sans pousser plus loin le
développement de Au, si la fonction est un maximum
ou un minimum.

Nous nous contenterons de chercher les conditions né-
cessaires et suffisantes pour que d*u ou la fonction

AR+ Bi*4Cl? 4 2Dk + 2Ehl+ 2F Al

soit constamment positive, quels que soient les signes de
h, k, I, pour de trés-petites valeurs de ces trois quantités.
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Mais comme cette expression est une fonction homogéne
de i, k et [, en 1a mettant sous la forme

k? 2 A ! k1
p(anE 2 and sapd saph.d)
(A—i- I +Ch, +2Dy +2L5 —_I—2Fb Ik

on voit que, si elle est positive pour de trés-petites va-
leurs de &, k, , elle le sera encore pour des valeurs aussi
grandes que I'on voudra de ces variables, pourvu que

leurs rapports ne changent pas. Ainsi, il sera nécessaire
et suffisant que I'expression

AR+ B4+ Cl2+ 2Dhk + 2Bkl + 2Fkl

soit positive pour toutes les valeurs réelles de %, k et .

Observons maintenant que si I'un des coefficients des
carrés, A par exemple, était nul, les coefficients des
termes qui contiennent %, c’'est-a-dire D et E, seraient
aussi nuls. En effet, dans ce cas, on a

d'u =Ph +Q,
en posanl

P=2(D%+El), Q=BA*+ CI'— aFkl,

P et Q étant indépendants de % si, aprés avoir donné des
valeurs arbitraires & k et a /, on fait

Q : : Q
. h:——? + a, pulsen?mte ’I:-—-l—)-—a,
les résultats de cette substitution seront Pe dans le pre-
mier cas, el — P« dans le second. Donc, si P n’était pas
nul identiquement, d*u pourrait changer de signe. Par
conséquent, I’égalité A = o entraine les suivantes:
D=0, E=o.

Il résulte de 14 que les coeflicients A, B, C ne sont pas
nuls & la fois; car, s’il en était ainsi, la fonction d*u s’an-
nulerait d’elle-méme, contrairement & notre supposition.
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, Supposons donc que A, par exemple, ne soit pas nul;
je dis que A sera positif; car si I'on pose k= o et/ =o,
la fonction se réduit au terme A A* qui, pour étre positif,
exige que A soit positif. Une premiére condition néces-
saire dans le cas du minimum est donc

(1) A>o.

Maintenant, on peut mettre d*u ou la foncuon

Al 4+ B+ C2+ 2DAk + 2Ehl+ 2FAl

sous la forme

+BA+Cl+2Fk,

A(k’+ 2k M)

ou bien encore, en complétant le carré dont les deux pre-
miers termes sont dans la parenthése,

‘ 2 72 3 272
A(/ o+ 2 +E’) AL BT | iy CrrgaFH

=A(h+D*:E’)’+( __) k=+(c_1"f>ﬂ+ ( _T)"

Si I'on pose, pour abréger,

D? E? ED

on devra donc avoir, pour toutes les valeurs de &, k, /,

g 2
A(;H. ﬂ#f) + GR 4104+ 2MH>o0.

Si G éiait nul, la fonction considérée se réduirait pour
.

Di+ E/

h—=—

124 2MAL

Ce bindme ne peut étre positif pour toutes les valeurs
de / et de k que si M = o; mais d*u pouvant alors étre
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mis sous la forme '

Di+ EZ\?
A (/. + _7:_—"> + 1,
cette différentielle s’annulerait pour la valeur /=0
jointe & une infinité d’autres valeurs de k et de &, cas
particulier qne nous avons écarté.

Soit donc G différent de o : si ’on fait
l—o0 et h—— ?l’,

la fonction se réduit 3 GA®, et comme ce résultat doit étre
positif pour toutes les valeurs de &, on en déduit que G
doit étre positif. Ainsi, une seconde condition, nécessaire
dans le cas du minimum, est

(2) G >o.

Maintenant, abstraction faite du premier terme, le
reste du polyndme pourra s’écrire

G (H+ 21:“) +10,

ou .
2 1)1 MI\?2
G(}H-M—’) _ M +Il=:G(k+——> + Np,

G G G

en complétant le carré dans la parenthése, et posant,

pour abréger, ‘

M?
Ne—e— —.
G

Donc la différentielle seconde d*u pourra éire mise sous
la forme

K \ 2
A(/‘+Dk+El ( M/

2
< )+G A-+-—G—) + N2,

et 'on reconnaitra, comme plus haut, que ’on doit avoir

(3) N>o.



186 COURS D ANALYSE.
Ainsi, en général, trois conditions,

A>0, G>0, N>°’

sont nécessaires pour que f(x, y, z) soit un minimum.
Ces conditions sont d’ailleurs sufﬁsames, car, si elles
sont remplies, 'expression

.A(Iz+D‘.:E1) +G<k 4-1%-1) + N2,

c’est-a-dire d*u, sera posmve pour toutes les valeurs

réelles de k, ket /.

194. Sif(x, 7, 2) est un maximum, il faudra, pour
les mémes raisons, que I’on ait .

AR+ BRI+ ... 4+2Fk o,
ou bien
— AR—Bi*—...—2Fk >0

pour toutes les valeurs réelles de %, k, . On aura donc
les conditions nécessaires et suffisantes du maximum, en
remplagant, dans les trois conditions trouvées plus haut,

A par — A, B par —B,..., F par —F.

195. §’il arrivait que les quotients différentiels A, B,
C, D, E, F fussent tous nuls, pour les valeurs de Ty etz
tirées des équations :

du du du

d_.—r:o’ 5:0’ zzoa
on verrait facilement que tous les quotients différentiels
du troisi¢me ordre devraient s’annuler d’eux-mémes. Mais
nous n’irons pas plus loin, parce que les conditions qui,
dans le cas du maximum ou du minimum f(x, y, z),
doivent alors &tre remplies par les quotients différentiels
du quatriéme ordre, deviennent beaucoup trop compli-
quées.
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MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS IMPLICITES DE
PLUSIEURS VARIABLES INDEPENDANTES.

196. Soient les équations
sf(x’ s 3 4, #) =0,
oz, ¥, 2, u, v)=o0,

Y(z, 7, 3, u, ¢)

|

(1)

o.

.

Si 'on considére deux des variables, par exemple x
et y, comme indépendantes, z, u, v seront des fonctions
de x et de y déterminées par ces équations. Pour rendre
maximum ou minimum la fonction v, par exemple, il
faut, d’aprés la régle donnée précédemment, résoudre

les équations
dv dv
— =0, -
dx dy

o.
Par suite, on doit avoir

dv dv
e dzx + I?' dr —=o,
c’est-a-dire que la différentielle totale de v doit étre
nulle.

Si 'on différentie les équations (1) en faisant atlention
que dv = o, il viendra

af @ af af
d dxr + ]dy+ dz 4 d—udu_o,
de dy dy dy

(2) ‘d-‘dl'-"' d]+—dz+z—tdu._0,
s dy dy
a2z +#@+dd+—ﬁ_m

Dans ces équations, dx, dy sont des constantes, et dz,
du sont les différentielles tolales de u et de z considérées
comme des fonctions de x et de y.
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En éliminant dz et du entre les équations (2), on ob-
tiendra une équation de la forme

Pdz + Qdy = o,
qui devra étre vérifiée, dans le cas du maximum comme
dans celui du minimum, par les valeurs correspondantes

des variables x et y. Par suite, puisque dx et dy n’ont
aucune dépendance entre elles, il faudra que 'on ait

(3) P—=o, Q=—o.
Les équations (1) et (3) donneront les valeurs cherchées
dex, y, z, u,v.

Pour savoir si la valeur correspondante de la fonction

est maximum ou minimum, il restera & examiner si la
différentielle totale d*v garde toujours le méme signe.

197. Ce qu’on vient de dire renferme comme cas par-
ticulier la détermination des maximums et des minimums
des fonctions de plusieurs variables indépendantes liées
entre elles par un certain nombre d’équaticens.

Ainsi, supposons qu’il s’agisse d'une fonction

v=F(z, y, z, u)
et que I'on ait en outre les relations

9(z, 7, 2, 0) =0,
V(x5 7y 2, u)=0.
On voit que cela revient a changer, dans la question
précédente, f(x, y, z,u,v) enF (x, 5, 2, u) —v, et
a supposer les fonctions ¢ et § indépendantes de .

EXERCICES,
A. Trouver la plus courte distance de deux droites dans Uespace,
données par leurs équations,
SoLutioN. — Les équations des droites étant

{x=az+p, 3z=a’z+p’,
lr=bz+gq, y==bz+¢,
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Ia plus courte distance est
(a—a)(¢9—q)—(6—8) (p—P)),
Via—a )+ (b—b)+(c—c) -
2. Parmi les parallélipipédes de méme surface, assigner celui
qui a le plus grand volume.
SoLutioN. — Le cube.

3. Mener par un point donné la ligne droite la plus courte entre
deux courbes données.

SorvrioN. — Les normales aux extrémités de la droite minimum
doivent rencontrer au méme point la perpendiculaire & cette droite
menée par le point donné.

4. Déterminer, dans une surface du second degré, le plus grand
et le plus petit des rayons vectcurs partant du centre.

5. Déterminer dans Uespace un point tel, qu'une fonction de ses
distances a des points donnés soit un maximum ou un minimum.- -

SoLutioN. — Si p, p', p,. .., sont les distances en question, et
u=f(p,p', p’,...) la fonction qui doit étre un maximum ou un
minimum, il faudra que le point M reste en équilibre sous I'action
de du du
dp’ 4" dp*
les droites p, p', p",... (Annales de Gergonne, t. XIV, p. 118).

de forces proportionnelles & yeoes et dirigées suivant
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* SEIZIEME LECON.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES DU CALCUL DIFFERENTIEL.

'THEORIE DES TANGENTES.

fquations de la tangente et de la normale. — Longueur des lignes
appelées sous-tangente, sous-normale, etc. — Degré de l’équation de
la tangente. — Problémes sur les tangentes. — Sens de la concavité et
de la convexité des courbes,

ﬁQUATIORS DE LA TANGENTE ET DE LA NORMALE.

198. Soit
Sz, y)=o0

I'équation d’une courbe plane AMM'. Si MT est la tan-
gente au point M(x, y) de cette courbe, on aura, en sup-
posant les axes rectangulaires,

. Ay dr,
tangMTz = lim IV

Fig. 11, .
‘ par conséquent, en désignant
y par X et Y les coordonnées cou-
. rantes d’un point quelconque de
la tangente, I’équation de cette

droite sera

) Y—y=2Z(x—a)

0o T 8 P N 2

Si I'on remplace % par sa valeur tirée de ’équation

dela courbe, I'équation de la tangente deviendra

dy



SEIZIEME LEGON. 191

ou
af a
~—X—2)4+-=—(Y—9y)—o.
(2) Z (X— 2 _d,( y)=o0
199. L’équation dela tangente conserve la méme forme
Fig. 12. lorsque les axes sont obli-
y ques. En effet, si x et y

sont les coordonnées du
point de contact M, d’une
tangente MT a la courbe
AMM/, Péquation de cette
ltangente sera de la forme

Y—r=a(X—uz).
Or la sécante M'MS a pour équation
Y—yr=a (X—u2z)

eta est la limite de a’, lorsque le point M’ se confond
avec le point M.
Menons MP et M'P’ paralléles a Oy, et MQ paralléle

a4 Ox; on aura

MQ__ ,

MQ =a'.
Mais

- M'Q=Ay e MQ—=Ax;

donc

a': :A__y.

Ax
Dela il suit que
Iim%-: ou a:%-

Donc
dy
Y—y= o (X —x)

est dans tous les cas I'équation de la tangente au point
(=, 7).

200. 11 suit de 1a que, si les axes sont rectangulaires,
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Péquation de 1a normale MN sera

dr

Y—y=—7

(X — z).
Si les axes sont obliques et font un angle 8, I'équation
de cette droite sera

dz —+ dy cos@
T dy + dx cosf

Y—yr= (X — z).

LONGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE. ETC.

201. Autachons-nous maintenant, en particulier, au
cas ou les axes sont rectangulaires. ,
Si I'on veut avoir la sous-tangente S,= PT, on aura

Fig. 13. dzx
v r PT—MP tangTMP=y tl—j;
% donc .
y dzx
A si=22-
1 dy
M :
A N B
' On trouve encore la
e ey e - valeur de la sous-tan-
gente en la  regardant

comme la limite de la sous-sécante, c'est-a-dite de la

droite SP. Or .
Ax
SP — MP tangSMP =Y Z;’

. . .. dx
et cette expression a bien pour limite y e

Le triangle MPN (fig. 11, p. 190) donne pour la sous-

normale PN

_rar
Se="T2"

Pour la longueur MT de la tangente, on aura

dx?
MT—] Vl—i— (?'
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Eufin, pour la longueur MN de la normale, on a

—
l\lN:J’\/l-*—d_-z'.

ExemeLE.
y=a.
Supposons, pour fixer les idées, a>>1. Cette courbe,
Fig. 14 nommée logarithmique, s’étend

a l'infini des deux cdtés de l'axe
" des y, et elle est asymptote a
Paxe Ox du cdté des x négatifs.
On tire de I'équation y = a~,

or F * d‘r——a‘la'
g >

. dx
par conséquent, ‘ .
Y—y=cqala(X —2)
est I’équation de la tangente. .

Cette tangente peut étre construite bien simplement
a l'aide de la sous-tangente TP; on a

dz z I
—y— — g% — — g*
TP =y p a p a X_a'la’

ou
1
TP = — =loge.
la 8

Ainsi la sous-tangente est constante et égale auloga-
rithme de e pris dans le systéme dont la base est a, ¢’ est-
a-dire au module de ce systéme. Quand a=ce, la valeur
constante de la sous-tangente est 'unité. '

DEGRE DE L'EQUATION DE LA TANGENTE.

202. Lequatron de la tangente menée par le point
(x,y) peut étre mise sous la forme
as af o _df _ df
d—IX+ Z; Y—-E.‘L‘-i-’d?].
StoRM. — An., 1. 13
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Si I'équation dela courbe est algébrique et du m®™* de-

. . d
gré, il semble au premier abord que ‘T{ x+ :—fy sera une

fonction du m** degré des coordonnées du point de con-
tact. Mais ce degré s’abaisse d’une unité quand on tient
compte de I'équation f (x, y) = o. :
En effet, soit
Slzy, )= +u +u,+...,

u étant 'ensemble des termes du m®*™* degré, u, I'en-
semble de ceux du (m — 1)#™*, et ainsi de suite. On aura

df_du-+du.+a__lu_,+
dz _ dz  dz dx 7’

df . du du, du,

GG T H Ty T
d’ol‘l . .
df  df de  du .

Y (R .\ B . e

dx "V ay) T\T& T ay) T
ce qui, d’aprés un théoréme (n° {78) sur les fonctions
homogénes, donne

gx+§j‘[y:mu+(m—l)u‘+(m—-2)u,+...

=m(u+u,+ U +...) — 4, — 2'u,— g —....
Or, le point (x, y) étant sur la courbe, on a
m(u—+u, +u,+...)=o0;
‘donc I'équation de la tangente devient
df . d
—IX-;- F.J;Y +u, +20,+ 3uy+...—=o,

et ne contient plus de termes du m®" degré : ce qu’il
s’agissait de démontrer.
ExemPLE.

Ay*+Bxy +Cx'+Dy + Ex+F=o.
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On a
: dy  By-+a2Czx+FE
dz~  2Ay +Bzx+D

11 vient donc, pour I’équation de la tangente,
(2Ay +Bx+ D)(Y —y)+ (By + 2Cz + E)(X — x)=o0,

ou .
(2Ay +Bz +D)Y + (By +2Cx +E)X

=(2Ay +Bz+D)y + (By +2Cz +E)z.

Simplifiant au moyen de I'équation de la courbe, on a

finalement

(2Ay+Bz+D)Y + (By +2Cz +E) X+ Dy +Ez 4 2F —o,

pour I'équation de la tangente au point (x, y).

PROBLEMES SUR LES TANGENTES.

203. Une courbe étant donnée, lui mener une tan-
genle par un point extérieur (a,b). -

On aura, pour déterminer les coordonnées inconnues x
et y du point de contact, d’abord I'équation de la courbe

(l) f(x,y)zo,
et ensuite I'équation

df L df _df . df
(2) a Gt =Fe+ 0,

obtenue en mettant a et b a la placede X et de Y dans
1’équation de la tangente (198).

Les valeurs de x et de y tirées des équations (1) et (2) dé-
terminerontles coordonnées du point de contact. Si f (x, y)
est une fonction rationnelle et entiére du m®" degré, 1'é-
quation (2) sera du (m — 1)®"* degré; par suite, le pro-
bléme proposé aura au plus m (m —1) solutions. Pour
m = 2, il y a au plus deux tangentes; il y en a au plus
six, pour m = 3; et ainsi de suite.

L’équation () considérée isolément représente unlieu

13.
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géoméirique qui contient tous les points de contact et qui
est du (m — 1) degré au plus.

204. Mecner une tangente paralléle a une droite dont
Uéquation est Y = aX.

L’équation de la tangente cherchée étant

Y—y=Z(x—2),
on doit avoir
dy
— =
équation qui, jointe & celle de la courbe, déterminera
les coordonnées du point de contact.

. . 1y . .
Comme I'équation :1—‘-:: = arevienta
df
dx £ df
—-(Tf...a, ou 7 aa_o,
dy

qui est du (m — 1)@ degré, si f (x,y) est du m#*™ degré,
le probléme admettra au plus m (m — 1) solutions.

DE LA CONCAVITE ET DE LA CONVEXITE DES COURBES
PLANES.

203. Nous allons maintcnant comparer les ordonnées

Fig. 15. d'une courbe a celles de sa tan-

gente, pour une méme abscisse,

dans les environs du point de

contact. Soit MT une tangente

M a la courbe MM/; soientx =OP,

y =MP les coordonnées du

o/ P2 point de contact. En désignant
/ PP par &, on aura

Y

Ay h?

dy
M'P'
Itz h+d.t’ 1.2

— +R.
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L’équation de la tangente étant

B df
Y—j:—d; (X—.‘L‘), .
on aura, pour le point dont I'abscisse est x + £,
’ _d
Y—yr= d_{‘ h,
et, par suite, I'ordonnée correspondante sera
. dy
'R = h—
PR=y+ 2’
d’on
MR=MP —PR=— -+ R.

On a démontré, a Poccasion de la formule de Taylor, quesi

. . , . d? epps !
% est assez petit etsi la dérivée seconde —Zz% est différente

dl 2
de o, la valeur absolue de ———ri— surpasse celle de R;
dx? 1.2

par conséquent, dans ce cas, la différence M'P'— P'R,
pour un point M’ de la courbe, suffisamment rapproché,

soit d'un cbté, soit de I'autre, du point M, aura le méme
d?)

signe que —=-
Donc, sil'on a

day .
(1) P
les ordonnées de la courbe sont plus grandes que celles de
la tangente dans les environs du point M, de part et
d’autre de ce point. Si, au contraire, on a

dry
(2) 2 <07

da?

les ordonnées de la tangente surpassent celles dela courbe.

Dans le premier cas que représente la fig.15,1a courbe,
aux environs du point M, est dans I’angle obtus MTz' (que
formela tangente MT avecl’axe des abscisses; on dit alors
que la courbe tourne, au point M, sa convexité vers
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I'axe des abscisses, ou qu’elle est convexe vers cet axe.
Cette circonstance est donc indiquée par Iinéga-
lité (1), du moins tant que I'angle des axes ne surpasse
pas 9o degrés; carsi cet angle
était obtus et plus grand que
I'angle formé par la tangente
N avec l'axe des x, comme on
M le voit dans la fig. 16, les or-
données de la courbe seraient
v ™ encore, de part et d’autre du
point M, plus grandes que
celles de la tangente, et ce-
pendant on ne pourrait pas dire, dans ce cas,que la courbe
est convexe vers 'axe des x.
Dans le second cas, que représente la fig-17, la courbe
Fig. 17. est, de part et d’autre du point
M, dans P’angle aigu formé par
la tangente MT avec 'axe Ox.
On dit alors que la courbe, au
point M, est concave vers l'axe
o Ty & des abscisses, ou qu'elle tourne
. sa concavité vers cet axe : mais
I'inégalité (2) n’indiquera siirement cette circonstance
que si |’angle des axes est moindre que go degrés.

Ce qu’on vientde dire suppose que I'ordonnéedu point
M est positive. Quand ce point est au-dessous de I'axe des
abscisses, la courbe, comme on le voit aisément, est con-
vexe ou concave vers |'axe des abscisses suivant que I'on a

d?
I7g<o ou >o.

Fig. 16.

d? .
En résumé, selon que y et —dx{ sont de méme signe
ou de signes contraires, la courbe est convexe ou con-
cave au point M vers I'axe des abscisses, si I'angle des
parties positives des axes n’est pas plus grand qu’un angle
droit. Dans le cas ou cet angle est obtus, on changera le
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signe de I'une des coordonnées, ce qui rendra aigu1’angle
des coordonnées positives, et I'on appliquera la méme
régle. :

. \ d?
206. Nous avons supposé, jusqu'a présent, quem’;

conservait le méme signe pour des points situés de part’
et d’autre du point M ; mais il peut arriver que -:i;—{ ait
le méme signe que y un peu avant que x devienne égale
Fig. 18. 2 OP, et un signe con-
traire aprés que ¥ a dé-
passé cette valeur, ou wvice
versd. Alors la courbe,
convexe ou concave i
——71. ; ) gauche du point M, de-
' vient concave ou convexe
vers 'axe des absclsses a droite de ce point. On dit alors
que la courbe a une inflexion au point M, qui est dit un
point d’inflexion. Ces points remarquables s’obtiennent

donc en cherchant les valeurs de x et de y, qui, rendant
dy

== nulle ou infinie, lui font en méme temps changer de

d 3
signe.
* EXERCICES.
4. Trouver la sous-tangente de la courbe qui @ pour équation
x—y . .
r=e 7 .
SoLuTION.
- _.
z—Y
2. La courbe qui a pour équation
2 2 3
x4 y =a

est constamment touchée par une droite de longueur mvarmble qul
glisse en s'appuyant sur les axes coordonnés
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DIX-SEPTIEME LECON.

. THEOREMES SUR LES AIRES ET LES ARCS DES COURBES
PLANES.

Différentielle de I'aire d’une courbe p.hne. — Des aires considérées comme
limites d'une somme de parallélogrammes. — Applications. —Rectifica-
tion d’un arc de courbe plane. — Différentielle d'un arc de courbe. —
Limite du rapport de I’arc & sa corde. — Nouveaux théorémes sur les
arcs de courbe considérés comme limites.

DIFFERENTIELLE DE L’AIRE D'UNE COURBE PLANE.

207. L'aire comprise entre une courbe plane CM,
une ordonnée fixe CA, une ordonnée quelconque MP et

Fig. 19. I’axe des abscisses Ox, est une
v ——— fonction de I’abscisse OP =x du
2 point M, puisqu’elle varie quand

on changele point P. Proposons-
nous d’en chercher la différen-
) - tielle. Soit CAMP = u. Nom-
mons Au la surface MM'PP/,
répondant a un accroissement trés-petit PP'= Ax de
P’abscisse. Si ’on méne les droites MI et M"K paralléles
a Ox et terminées aux ordonnées MP et M/P/, comme
on peut toujours prendre le point M’ assez rapproché du
point M pour que les ordonnées soient constamment
croissantes ou décroissantes de M en M’ (et ici, pour fixer
les idées, nous les avons supposées croissantes), on aura

PMM'P’ > PMIP’ et PMM'P' < PKM'P',

c’est-a-dire

Au> yAzx et Au<(y +Ay)Az,
ou

Au
I<Z<r+ary
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De 1, en passant & la limite,
%— =y, ou du—=ydz.

208. Quoiqu'on puisse parfaitement admettre qu’en
prenant le point M’ assez voisin du point M les  ordon-
_ nées seront toujours conslamment croissantes ou décrois-
santes de M en M/, cette hypothése n’est pas nécessaire
a la démonstration. Il suffit pour s’en convaincre de re-
prendre les raisonnements en remplagant partout y et
y -+ Oy par y; et y,, ¥, étant la plus petite et y, la plus
grande des ordonnées, dans I'intervalle ou I'on fait varier
Pabscisse.

209. Le méme mode de démonstration convient au cas
des axes obliques, avec cette seule différence que 1’ac-
croissement Au est alors compris entre les aires de deux
parallélogrammes dont les cdtés sont paralléles aux axes,
et comme l’aire d’'un parallélogramme est égale au pro-
duit de deux cdtés adjacents multiplié par le sinus de
I’angle qu’ils font entre eux, on a, 0 désignant 'angle

des axes,
. du = y dz sinf.

DES AIRES CONSIDEREES COMME LIMITES D UNE SOMME
DE PARALLELOGRAMMES.

‘210. Dans le cas des axes rectangulaires, la surface
ABCD est la limite d’'une somme de rectangles intérieurs,
~ Fig. 20, formés en menant par les points
C,E,F,..., M, M/, etc., pris
sur la courbe, des paralléles a
Ox telles, que chacune soit ter-
minée i P'ordonnée du point
suivant (I'un de ces rectangles
serait, par exemple, MIP’P), et I'on suppose que ces

ui.\ PP B =z
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points se rapprochent indéfiniment les uns des autres, en
méme temps que leur nombre augmente sans limite.
Supposons d’abord que les ordonnées soient constam-
‘ment croissantes du point C au point D. Soient x et y
les coordonnées de I'un quelconque des points de la
courbe, M par exemple; soient x + Ax, y—+ Ay les
coordonnées du point suivant M’. On aura

MIP'P — yAx;

et si l'on désigne par Z(yAx) la somme de tous les
termes analogues & yAux, c’est-i-dire la somme de
tous les rectangles intérieurs de CA a BD, en posant
surf ACDB = u on a évidemment

e>I(ybx).
Maintenant, si 'on méne, par chacun des points con-
sidérés sur la courbe, des paralléles & Ox, terminées aux

ordonnées des points précédents, on formera des rectan-
gles extérieurs analogues a

PKM'P' = (y + Ay)Ax —=yAz + AyAz;
et comme ABCD a une surface plus petite queé la somme
de ces rectangles, on a
u<3(yAz)+i(AyAz);
par conséquent,
4 —Z(rAz)<I(Ayaz).

Mais comme, 4 mesure que le nombre des divisions ang-
mente, Ay tend vers zéro, il résulte d'un principe dé-
montré (16) que Z(Ay Ax) tend aussi vers zéro : donc

u=lm[Z(yrAz)].

On démontrerait de méme que u est la limite de la
somme des rectangles extérieurs.

Le raisonnement reste le méme lorsque les ordonnées
sont constamment décroissantes depuis C jusqu’a Dj le
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théoréme que nous venons de démontrer est donc vrai
quand les ordonnées varient d’'une maniére quelconque,
car on pourra loujours partager l'aire totale en parties
dans lesquelles les ordonnées soient assujetties & con-~
stamment augmenter ou diminuer.

APPLICATIONS.

211. 1° Soit .
r=opzx
Péquation d’une parabele rapportée a son axe et a la tan-
genle au sommet, .

Si surf OMP = u, on a

L3
2

du=ydr = \2pz.dz = \[ap.z" dz.
Or, '
$ 2,2
z". —g - 2
Donc .
— 2 3
du:%\/apd.z’:d(%dzp.x’)-
- Fig. an, De la il suit que
y ) s
ol .1 V u=zy2pz -+ C;
7% L mais, pour x = o, on doit avoir
s 44 : u=o0; on adonc C=o, et
Y P 2 — a :
u= —3\/2pz><x:§.?-];

c’est-a-dire que le segment OMP est égal aux deux tiers
du rectangle OPMQ.

I est également facile d’évaluer la surface comprise
entre un arc MCM’ de parabole et sa corde. En effet, si
I'on méne la tangente CT paralléele & MM/, et, par le
point de contact C, le diamétre CDL, on trouvera par
la méme méthode, en posant CD=zx, MD=y et

B e T S,
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TCL =0, )
surf CMD = % zysing = ;(;DMT,
d’ou
b 2
sarf MCM' — 3% sinf — 3 MTSM'.

2° Soit xy = m* I'équation d’une hyperbole rapportée

a ses asymptotes. Nommons u I'aire du segment ACMP,
Fig, 23. ° compris entre la courbe, I'a-
symptote Ox, 'ordonnée fixe
CA = m, et 'ordonnée variable

MP. On aura

. d
du = y sinbdz — m*sinf ;a:

z — m?infd.lx.

Donc u et m®sinf.lx ne peuvent différer que par une
constante C; par conséquent,

u = m3sinf.lx + C.
Pour trouver C, faisons x = OA = m; on aura

u—o0 ou o0 =msind.lm- C;
donc
C= — m?’sin0.1m,
et, par suite, on aura

. o x
u = m’sin6.lx — m*sin 6.1m = m*sin§.] (7; B
) /

Si l'on avait m =1 et § = go degrés, 'hyperbole serait
équilatére, et 'on aurait u=Ilx, c’est-a-dire que les
aires considérées seraient les logarithmes népériens des
abscisses correspondantes.

DIFFERENTIELLE D'UN ARC DE COURBE.

212. On ne peut se faire une idée nette et précise de
la longueur d’une courbe qu’en nommant ainsi la limite
vers laquelle tend le périmétre d’une ligne brisée inscrite




DIX-SEPTIEME LEGON. 205
“dans cette courbe, lorsque ses c6tés sont de plus en plus
petits, et ques leur nombre croit jusqu’a 'infini. Il de-
vient alors nécessaire de démontrer que ce périmétre a
réellement une limite déterminée dans tous les cas.

Soit CD un arc de courbe plane, rapportée a deux
axes rectangulaires Oz et
Oy. Inscrivons dans cet
arc un contour polygonal
CEF...MM'...Dj soient
OP =x, MP =y les coor-
.données du sommet M, et
x+Ax, y+ Ay celles du
sommet suivant M’: on a

- T Ao\ 2
MM = \/AJ:’—{-AJ”: Ax \/[+ (ﬂ) .

Ax

Fig. 23.

z

. . e . .od
Si l'on faisait Ax ou PP'= o, 27 Jeviendrait L. On
Ax dz

doit donc avoir

V-

a s’évanouissant avec Ax; par conséquent,

MM' = Ax 1+ (‘2:) + aAz.
dzx
En remplagant successivement, dans cette équation,
x et y par les coordonnées de tous les sommets du con-
tour polygonal, depuis le point C jusqu’au point D, on
aura les longueurs des cbtés correspondants. De la ré-
sulte, si 'on appelle P le périmétre de cette ligne brisée,

P:Z[Az \/x+ (dd‘—’t)‘] + Y (zax).

Pour avoir la limite de P ou la longueur de I'arc CD, re-
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marquons d’abord que, « étant une quantité infiniment

petite et 2 Ax ayant une valeur finie qui est AB, il ré-

sulte du théoréme démontré au n® 16 que

lim Y («8z) = o.

. dy\? .
Maintenant V 1+ (Ej) est une fonction de x, que

Pon peut regarder comme la longueur de 'ordonnée NP
d’un point N répondant 4 la méme abscisse x = OP. Si
I'on fait la méme construction pour tous les points de la
courbe CD, on aura une courbe GNH, dont I'équation est

o
Y= \/1+ (d_};:) 5
d’aprés cela, on'a
/ dy\?
Z[AIVI-i— (fz) ] :E(YAI),
et, par suite, a cause de lim z (zAx) =o,

P=lim Y (Yaz).

Or Z(YAI) a une limite .déterminée qui est Iaire

AGNHB. Ainsi le méme nombre exprime la longueur de

I’'arcCD et I’aire AGNHB.

213. Considérons maintenant I'abscisse OP — x comme
variable. La longueur de I'arc CM est une fonction de x
dont on peut chercher la différentielle.

Soit donc CM = s; comme s = aire AGNP, on a

4 2
d.s:Yd.t:d.:\/x+ (2) )
dz

ds = \dx*+ dy?.

ou enfin
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Cette valeur de ds permet d’exprimer trés-simplement
le sinus et le cosinus de I'angle que la tangente au point M
fait avec I'axe des x. En effet, si « désxgne cet angle, on

dy
a tanga = ?l_' Par conséquent,

. dy dy . dx dx
Singg —————— =" —y . 08— ——— — ——
dxidyr  ds ydz* +dyr  ds

LIMITE DU RAPPORT DB L’ARC A SA CORDE. — NOUVEAUX

THEOREMES SUR LES ARCS CONSIDERES COMME LIMITES
DE POLYGONES,

214. La lirnite du rapport d’un arc quelconque a sa
corde est l'unité.

En effet, considérons un accroissement quelconque de
Parc CM (fig. 23, p. 205). Soit MM’ = As, on aura

. As
arcMM’ As Az

MM Jazaar /s
Vazi+ oy \/ 1+ (ﬁl)
Ax
As A 2 .
Lorsque Ax s'annule, — et \/ 14 (——Y) deviennent
Az Az

d - 2
\/l—i— (i) : donc
({.t
' arc MM’

]lm—M—M!—- =1I.

215. Si cef. . .d est un contour polygonal d’'un méme
Fig. 2. - nombre de cdtés que le contour
CEF...D; si, a mesure que les
sommets C, E, F,..., se rap-
prochent de plus en plus, les
cotés ce, ef, etc., tendent de
o 4 B 2 plus en plus & devenir égaux
aux cé6tés correspondants CE, EF, etc., en méme temps
que le nombre de ces cotés va en augmentant jusqu’a
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Pinfini, le contour polygonal cef. .. d aura méme limite
que le contour CEF...D, c'est-a-dire la longueur de
I’arc CD.

En effet, soient «, 3, 7,..., A les cdtés du contour poly-
gonal cef...d, et &', 3/, 7', ..., ' les cdtés correspondants
~ du contour CEF ...D. Appelons L lalongueur de cef...d

et L’ celle de CEF...D. Soient % le plus petit et % le

plus grand des rapports entre les cdtés correspondants des
deux contours polygonaux. On sait que la valeur du
‘rapport
a+B4+y+...4+)
o+ B+ . N

. . a A NPT
est toujours comprise entre —; el 7y c'est-a-dire que

I'on a
a L A
PSS

. a . A . L
Or, lim—= =1 et lim = =1. Donclim = =1, ou
a’ A/ L

limL = limL'.

216. Voici encore un théoréme du méme genre, et que
I'on démontrerait d’'une maniére analogue : Sil'on méne
entre les deux ordonnées extrémes CA, DB un nombre
indéfini de paralleles a I'axe des y, puis que I'on inscrive
entre ces paralléles d’autres lignes droites, tangentes a la
courbe, la somme de ces derniéres tend vers une limite qui
est encore la longueur de la courbe donnée, méme quand
elles ne forment pas une ligne brisée continue.
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DIX-HUITIEME LECON.

DES COURBES PLANES RAPPORTEES A DES COORDONNEES
. POLAIRES.

Détermination de la tangenfe. — Longueur des lignes nommées sous-
tangente, sous-normale. — Dilférentielle de I'aire d’un secteur. —
Différentielle d’un arc de courbe. — Applications. — Des coordonnées
bipolaires.

DETERMINATION DE LA TANGENTE.

217. Soient O le pble, OL I'axe polaire, et M'MC une

Fig. 25. courbe, représentée par I’équa- -
tion f'(r, ) = o. Pour mener la
tangente MT a cette courbe par
le point M, il suffit de connaitre
I'angle OMT = p.. Soient donc r
ct 9 les coordonnées du point M,
et r+ Ar, 6+ A6 celles d’un
point voisin M’ pris sur laméme
courbe. Décrivons, du point O comme centre, I'arc ML

Dans le triangle M'MI on a

sinI'M _ MI NI « arcMI __ MI rag
sinMMI ~ NI arcMI M'I ~ arcMI ~ ar

Si le point M’ se rapproche indéfiniment du point M,
Pangle IM’M devient OMT ou g, I'angle M’ MI devient
go®—p, ctl'on a
rd9
(1) tangp = ——-
On tire de la
(2) cosp — ——(—lr—s siny.: _Vio—_——_-
Jdri+ride? Vdr: +ride?

StoRy. —- An., L 14
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Comme p est compris entre o et 130 degrés, il faut
que siny soit positif. Quant a cosp, il sera positif ou né-
gatif, snivant que I’angle p sera aigu ou obtus.

218. On parvient.encore ala formu]e (1) par une

v Fig. 26. transformation de coordonnées..
Prenons 'axe polaire Ox pour
AN axe des abscisses, et une per-
pendiculaire Oy pour axe des
L ordonnées. Soient OP = x et
‘| PI¢T < MP=y; on aura
tangOMT — tang (MTz — MOz).
Mais
dy y
tangMTz = 2z ¢ ang MO.r = ot
. donc
dy v
dr = xdy —ydz
tang OMT — Ydy — zdz T ydr
xdx
Or,ona
x=—=rcosd et J =rsinb;
donc

dz = drcosd — rd0sin8, dy —drsin8 -+ rdf cosé.

On en tire

rcosd (drsin 0—+rd6 cos6)— rsind (drcos§—rd Bsin §)

tang OMT — rcos6 (drcosf—rd@sin ) —+rsind (drsin8-+rd@cosb) )

et, toutes réductions faites, il viendra

' rido  rdo
tang OMT = =
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LONGUEUR DES LIGNES NOMMEES SOUS-TANGENTE,
SOUS-NORMALE. :

219. Dans ce systéme de coordonnées, la sous-tau-
gente est la perpendiculaire OT ( fig. 25, p. 209) menée
au rayon vecteur OM par origine, et terminée a la tan-
gente MT. La sous-normale ON se mesure sur la mémec
droite, 4 partir du péle O, jusqu’a la rencontre de la nor-
male MN au point N. D’aprés ces définitions, S, et S,
désignant ces deux droites, on aura

S, — OT — rt . r2dn
T =riangp = —
r dr

n == ON == orer — a0

DIFFERENTIELLE p’UN SECTEUR.

220. Désignons par u ( fig. 25, p. 209) un secteur POM,
compris entre deux rayons vecteurs OP et OM. Soit
MOM' = Au. Prenons I'arc MM’ assez petit pour que,,
de Msen M’, les rayons vecteurs soient constamment
croissants ou décroissants. Pour fixer les idées, suppo-
sons-les croissants. Décrivons du point M, comme cen-
.tre, les arcs de cercle MI, M'K, terminés aux rayons
vecteurs OM =7 et OM' =7"': on aura

OMI < Au < OM'K,
ou bien, comme OMI = ér’ Af et OM'K' = —;-l” Aad,

1 1 1 An 1
—rAd << Aw<Z —r'2A0, ou -—-r1<— ~r'z,
> < ‘~ 2 ’ > <A9 < 2

Or, ala limite, 7’ devient égal a r; donc

du
do

' T
= —-r? ou du—-rdb.
2
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221, Ce calcul conduit 4 une conséquence souvent
utile. On a trouvé plus haut (n° 218)

_xdy —ydr

langOMT = m’

et aussi (n° 217)
rdb
tangODlT = E‘. H
on aura.donc
zdy —ydr  r'df
zdz + ydy  rdr

Mais, a cause de
X yr=r,
ona :
xdx + ydy = rdr;
donc
zxdy — ydr — r*do.

Or ir’de est la différentielle du sectear LOM; donc

. 1
ette différenticlle cst aussi égale a — (xdy — ydx).
cette gale & ~(xdy —ydx)

On pourrait d’ailleurs obtenir ce résultat de la maniére
suivante. On a

. xdy—ydzr  db

£ = tangf; diod xz? ~ cos’o’
ou
I!
zdy — ydzr = T 0.
Oron a
x? = r?cos’;
donce

1 I
- — yd. = — r:d0.
2(.z:dy ydzx) red db

DIFFERENTIELLE D'UN ARC DE COURBE.

222. Considérons I'arc CM = ( fig. 25, p. 209), et
soit MM’ = As son accroissement.
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Dans le triangle M'MI on 4

MM' _ sinMIM'
MI — sinMM'U’
d’ou, 4 cause de 'MI = arsin -;— Ab,

. I :
My 27905 A% Gamrw

arcMM’ s sinMM'I’

et, en passant a la limite,

d9
l::r—--,—l-, dod ds= ’.'do;
ds sinp sinp.’

donc [(217), formules (a)]

ds = \/dr* 4+ r1d0.

De 13 résulte

223. On arrive encore a la différentielle de l'arc par
une transformation de coordonnées; on a

. ds = \/dx’ -+ dy?

= y(dr cos® — rd8sin8)’ + (drsind —+ 7d 0 cos6 ),
ou ’
ds = \/dr* + r*d ¢*.
APPLICATIONS.

224. 1° L’équation d’une ellipse, quand on prend pour
Fig. 37. pole le foyer de droite F et le

' u grand axe pour axe polaire, est
DN e
\ ‘J T 1+ ecosb
De la on tire

epsinbdo d0 (14 ecosh)?
— )

dr— —ee g _— -
(1+ ecos8)” dr epsinb
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d’ou
rd b 1+ ecosb

dr = tang FNT = " esind

2° I;a spirale d’ Archiméde,
r—al.

La courbe part du péle et touche en ce point I'axe
polaire. Pour la construire, du péle comme centre avec

Fig. 28. Punité pour rayon, on déerit
un cercle, dont I'arc compris

M entre un rayon vecteur et l’axe

N polaire a pour longueur 6. En
b portant cette longueur, maulti-

pliée par a, sur le rayon vecteur
a partir du centre, on aura un
point de la courbe.
Comme r croit indéfiniment avec 8, la courbe fait une
infinité de révolutions autour du péle.
On a dr = adb, d’ou

tan __rda__r!le _r_
gr= dr — ad4  a

0
— — 2 —
S(-——OT-—" _dr _a9,
dr
S.—ON-—-d*o-—ﬂ.

Ainsi la sous-normale est constante, ce qui offre un
moyen trés-simple de construire la tangente.
3° La spirale hyperbolique, ainsi nommée parce que

son équation
re— a,

est analogue a celle de I'hyperbole xy = m?.
De I'équation de la courbe on tire r = % : pourf =o,

on a r= ¢ ; pour des valeurs trés-petites de 8, r est fort
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grand, et diminue & mesure que 6 augmente; pour 6 = o,
on a r= o. Par conséquent, la courbe fait une infinité de
révolutions autour du point O

Fig. 29.
. sans jamais pouvoir I'atteindre;
eyl ce point est un point asymplgpte.
\o La courbe a une droite asym-
P ptote paralléle 8 OA; carsi, d’un

point M pris sur la courbe, on
abaisse une perpendiculaire MP sur I’axe polaire, on aura *

. . in 0
MP —=OMsin6 — rsinf — « ﬂ:—-

Donc, lorsque 6 tend vers o, la distance MP tend vers a,
. sinf . .,
puisque —— tend vers I'unité.

On a ensuite

rd b ro?
tangy. — 7 _ — ——a— [ 0,
*do !
S = rdr =—rf=—a.

La sous-tangente est donc constante. Cette propriété
offre un moyen commode pour mener. la tangente par un

point pris sur la courbe.
4° La spirale logarithmique; dont I'équation est

]
r—ab . ‘

En changeant I'axe polaire sans changer le pole, on \
peut mettre I'équation sous la forme

r=emo,

En effet, po.sons a=¢e* b=e", alors

Y ()}
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Soient OA le premier axe polaire, et M un point de la

Fig. 3o0.”
N

(08"
() @ A

z

I’équation deviendra

courbe. Prenons un axe polaire
OA/, qui fasse avec le premier

un angle AOA' = % Alors, si

MOA=0,en posant § -+ fn—' =,

6'

I‘__’—'_L'm .

Considérons donc I'équation r = €™ % pour 6 =0, 0n
aura r =1, et si 'on fait croitre 6 indéfiniment, r croitra
indéfiniment. Par conséquent, la courbe fera, a partir du
point A (fig. 31), pour lequel OA =1, une infinité de
révolutions. En donnant & 6 des valeurs négatives,
r diminuera indéfiniment; donc la courbe fera encore
a partir du point A, mais dans l'auire sens, une infinité
de révolutions, en s'approchant toujours du péle.

. 1
On aura dr = me™? d6 = mrd0; par suite, tangp = —,
m

Fig. 31.

quantité constante. Donc, dans
la spirale logarithinique,la tan-
P 4 ’
gente fait un angle constant
avec le rayon vecteur qui passe
“par le point de contact.

r
La sous-tangente sera — et la sous-normale mr.
m

L'exirémité T de la sous-tangente décrit une spirale
égale a la premiére, mais située différemment. Soit

OT=p,ona

r em?

p=m—=—

m

Or, en posant TOA = — ¢/, on aura =6’ +g » Par suite,

m(0'+ 1—’)
e 2

P: m pmwey

=e

'”(a""z) T Im
: 2 m(o’-f-f-——)
2 m/,

e'l m
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et, en prenant un nouvel axe polaire incliné sur le pre-

. T Im .
micr d’un angle égal & — — —, puis posant
o ® 2 m p P

9":<el+1—r—lﬂ>a
2 m .

-on aura I'équation-
_ mo"
p=e"",
qui représente une spirale égale a la premiére.
L’extrémité de la normale décrit aussi une spirale
égale a la premiére.

DES COORDONNEES BIPOLAIRES.

225. Dans ce systéme de coordonnées, la position d’un
point sur un plan se détermine par les distances r et r’ de
ce point a deux points fixes A et B.

Soit f(r,r') = o I’équation de la courbe CM, et pro-

Fig. 32. posons-nous de lui mener une

tangente au point M.
Considérons, pour cela, la
sécante M’MS. Menons MH
perpendiculaire 4 AM'.
Soient

AM=r, BM=r'; AM'=r+Ar, BM' =17’ 4 Ar;
MAM'= a6, arcMM' = As, AMT—=4«, BMT=6.

Cn aura
M'H M'H arc MM
AMM = —— — — — —_—
o8 MM T As N MM
ou bien
R |
Ar+ 2rsin?— A0 ,
CcosAM’M = 3 AeMM
) As MM/
Or
R
2 rsin? 3 Al MM
lim —————— —o0, limAM'M=2a, lim vy —n

As MM’
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. done
- dr
cosa — z'
Pour la méme raison, '
r'
c0s6 — =
Par suite, on a
cosx dr

cos€  dr’
ce qui détermine la tangente MT.

226. En prenant Tes deux foyers d’une cllipse pour
points fixes, 'équation de cette courbe sera
r+r' —a2a.

. dr

De li on tire dr+ dr' = oj; d’'on o = —1: donc
cosa
cos6 7’
ou
€osz — — C086.

Donc les rayons vecteurs d'un point de lellipse for-
ment avec la tangente, d’un méme coté de cette drotte,
deux angles supplémentaires. '

On trouverait de méme, pour I’hyperbole, cosa = cosé.
Pour une courbe dont I'équation serait r &= mr'=a, on
aurait cosa == —= m cos6.

EXERCICES.

1. Une courbe est donnée par une relation entre les distances r

et r' de chacun de ses points a deux points fixes. Trouver l'cxpres-

- sion de la différentielle de son arc en fonction des distances ret r'
et de leurs différenticlles. Application aux sections coniques.

SOLUTION.

s frr'[rr' (dr*+dr'™) — (r*4+r”— a*)drdr']

= (r+r'4a)(r+r'—a)(af-r-—r)la+r'—r)’

a désigne la distance des deux pdles.
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2. Une courbe est donnée par une relation entre deux angles 8
et8' que les droites menées d’un point quelconque M de cette courbe
a deux points fixes A et B font avec la droite AB. Déterminer lu
tangente & cette courbe et exprimer la différentielle de son arc en
fonction des angles 0 et 0' et de leurs différenticlles.
Appliquer les résultats & la courbe décrite par Uintersection de
deuz droites mobiles qui'tournent autour de deux points fizes avec
des vitesses de rotation uniformes.

SoLutioN. — Si p ot ' désignent les angles que la normale fait
avec les rayons vecteurs MA et MB, on aura

sin’p. +sin’p’ — asinp sinp' cos (0 +0') — sin® (6 +6') = o,

8 i CRRPY 7 A 7
ds= sin“(b+9’)¢s.ln 6'd 6>+ sin?6d 2sm05}m0 cos (0+0")d8d0".
Dans le cas particulier, » et »' étant les vitesses angulaires des deux
mouvements, on a

singp _ nsing’
sinp’~ n'sinf

3. Les ovales de Descartes, représentés en coordonnées bipolaires
par les équations

. r4nr'=a,
r'—nr =86,

£2 coupent a angle droit, quels que soient « et 6.



220 COURS D'ANALYSE

DIX-NEUVIEME LECON
THEORIE DU CONTACT DES COURBES PLANES.

Contact de divers ordres des courbes planes. — L’ordre de ce contact est
indépendant du choix des axes. — Caractéres distinctifs des contacts
d’ordre pair ou d’ordreimpair. — Des courbes osculatrices. — Du cercle
osculateur. — Application aux sections coniques.

CONTACT DE DIVERS ORDRES DES COURBES PLANES.

227. Soient deux courbes CMN, C’'M’N’ ayant pour

équations
ry=sr(z), ¥y =g9lz),

y ety élant des fonctions explicites ou implicites de .
Supposons que ces deux courbes aient en M un point
commun, et comparons les ordonnées QN et QN’ des
deux courbes, répondant 4 une méme abscisse, dans le
voisinage du point M. Soient OP=xet PQ=":o0na

L QN=f(z+4h), QN'=g(z+Ah)
Donc
NN' = f(x + k) — o(z + k),
Fig. 33. et i'on aura, d’aprés la série de
Taylor,
NN':y—y’+lt<— - —)

h? d’_}' dryl
+ l.2(dx’ s ) +R.

z
Or, on peut mettre R sous la

h? .
forme s devenant nul avec %; et comme le point M

est commun aux deux courbes, ce qui donne y =y’.
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ona

dy dy’ 2 [(dy  dy’
! —_— e —_— e Y .
RN _,l(d.t dr +1.2 duxt dx? +a

Maintenant, si 'on suppose que les deux courbes aient
au point M une tangente commune MT, on aura en outre
dy

== I’égalité précédente deviendra

NN/ =

ht / ,]1), ,[2&7'
E\dx’ T dx? +a

11 est facile de démontrer que la courbe MN’ approche
plus de la courbe MN que toute autre courbe MN” qui,
passant par le point M, ne serait pas tangente 4 MT.

En eflet, soit ¥/ = ¢ (x) I'équation- de MN”; on aura

dy dy” .
" __. 9L 2
NN"= 4 (d.z dr + ) ?

8 s’annulant avec /5 done

2 o- {1-’
ALy )

NN 1.2\ dz dx?
NN T dy  dy” e '
) dz  dc

Donc, quand % tend vers o, on a

NN/
lim NN 0.

Ce qui montre qu’en se plagant suffisamment prés du
point M, NN/ est moindre-que NN”, et par suite que la
courbe MIN/ est située entre MN et MN".

228. Généralement, supposons que l'on ait

dy'  dy d*y dy dry’  d'y
(a) ¥'=2, = = o e

de " dx’ dzr T da?
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Il en résulte

Jut ‘1M+l]- du+l,rl
(— - —
NN = I.2...(n+|)<dx""" dot +°‘)

« étant une quantité qui devient nulle en méme temps
que h. Je dis que, dans les environs du point M, la
courbe MN’ qui remplit les conditions (a) approche p]us
de MN que toute autre courbe MN” qui ne les remplirait
pas toutes.

En effet, soit y” = ¢ (x) 'équation de MN”, et sup-
posons que les m premiéres dérivées de y”
aux m premiéres dérivées de y, m étant moindre que n:

soient égales

on aura

m-41 41 - 4=t o0
QN — QN"—=NN"=—_" ("' y _ 4y

— (4
1.2...(m—+1) \dz™+' dx™+! + )’
€ éiant une quantité qui devient nulle en méme temps
que . Il résulte de 1a que

NN/ . Jn—m e drn+t drrt!
NN” 7 (m+2)(m+3)...(n+1) 7" drty  dmriy”
d.l‘"—H dx™+

Or, comme %A décroit jusqu’a o, « et & tendent de plus
en plus vers cette limite; il s’ensuit que, lorsque % est

N ’
NN’
a h*=™, et, par conséquent, peut devenir plus petit que
toute quantité donnée, puisque n est plus grand que m.
Si 'on convient de dire que /es deux courbes MN' et
MN ont un eontact de l'ordre n, et par suite que les
deux courbes MN &t MN” ont un contact de ’ordre m,
les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent
s’énoncer en disant que, par un point commun & deux
courbes qui ont un contact de lU'ordre n, on ne peut
faire passer entre ces deux courbes aucune autre courbe
ayant, avec l’une des deux proposées, un contact d’un
ordre inférieur au n"c,

assez pelit, le rapport — est sensiblement proportionnel
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L,ORDRE DU CONTACT EST INDEPENDANT DU CHOIX
. DES AXES.

229. L’ordre du contact est indépendant de la direc-
tion des axes, pourvu que I’axe des ordonnées ne soit pas
paralléle a la tangente commune aux deux courbes.

On pourrait démontrer ce théoréme en employant les
formules générales de la transformation des coordonnées,
et faisant voir que les dérivées des ordonnées des deux
courbes sont encore égales dans le nouveau systéme
d’axes jusqu’au n“" ordre, si n était 'ordre de contact
dans le premier systéme. Mais on peut y parvenir plus’
simplement par des considérations géométriques.

Soient CMN, C’ M/N'les deux courbes tangentes en M.

Fig. 3. Par le point M menons une
droite quelconque Mn”, mais
différente de la tangente au
point M. Son équation sera

y' =ax -+ b.
Soient
r=/f(z), ry¥=o()
les équations des deux courbes. Considérons les ordon-

nées de ces trois lignes corrcspondant a un point N pris
sur la premiére; on aura encore

15 dﬂ+l] dn—i-l)l
’_ — B
NN'= l.2.3...(ll+1)(dx“+' dzi+! -+ “)’

et puisque, par supposition, la droite menée par le point
* M est différente de la tangente,

dy dy”
n ___ e — — [ — — ..
NN _h(dz O 4 6) e n( a+6>

Par suite,
drty  dnry! .
NN/ do+ dgn+ +a 1

LAVE J} n : ¢
(NN*) (z a+8> + o 1.2.3.,.(r 1)
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Or, quand /% tend vers zéro, , « et 6 tendent aussi vers
/

. N
zéro. On voit donc que le rapport N tendra vers

- une limite finie.
On peut donc dire que si le contact est di %™ ordre,

NN’ 1 H H iéme
N7 Sera un infiniment petit du 2" ordre.
La réciproque est d’ailleurs évidente.

le rapport —

230. Supposons maintenant que ’on rapporte la courbe
a d’autres axes; par le point N menons une paralléle au
nouvel axe des y. Sdient n’ le point ou cette paralléle
coupe la courbe ' = ¢ (x) et n” le point ou elle coupe la
droite Mn”. Pour démontrer que I'ordre du contact ne

\ l

change pas, il suffit de prouver que le rapport (Na"Jo

Nn
lend vers une limite fini¢. Car —; N7 5678 dans ce cas, un

infiniment petit du n"™ ordre, et, par suite, le contact
sera encore de 'ordre n. .
Or, si l'on méne N’»’, le triangle NN’ n' donnera
NN’ sinn’

N2 7 sinN

Le point N s’approchant indéfiniment de M, le point N’
tendra vers N, ainsi que le point ’, et, par conséquent, N’
et n’ se confondront & la limite. Donc n’ N’ tendra vers la
tangente au point M, et, par suite, le rapport des sinus
des angles n’ et N’ aura une limite finie. D’ailleurs, le

4

du point M, puisque le triangle variable Nn” N’ reste
toujours semblable & lui-méme.

On a
sinn’ — Ng" sinn”

NN = Nn' —
sinN
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De 1a
' sin 2’
NN Nn' sin N’
(NN” )=+t = (Na” i+t sinn’ \"r’
sinN”
. 1 » . N’l’

d’ou I'on déduit que le rapport N tend vers une

limite finie; ce qu’il fallait démontrer.

CARACTERES GEOMETRIQUES D' UN CONTACT D’anns PAIR
OU D’ORDRE IMPAIR. '

231. Si les deux courbes CMN, C’'M'N’, qui ont res-

pectivement pour équations

y=r(x) et y'=yg¢(=),
ont au point M(x, y) un contact de l'ordre n, les
n +1 conditions suivantes seront remplies :

;o dy _dy dy' &y dry’ _ dy
Y=0 ZTd aw  dz ) de T de

Dans ce cas, on a, comime nous ’avons vu,
hnrt . (dn—i-ly _ d"”"]' a)

,
NN =QN— QN'= 1.2...(r41) \de"*t = dg+t
Mais, jusqu’a présent, nous n’avons fait attention qu’a
la valeur absolue de NN’ ou de QN — QN’. Nous allons
maintenant avoir égard au signe de cette différence.
Si n est pair, n + 1 étant impair, hmt!, et par suite
Fig. 35. - QN— QN, changera de signe
avec i, et 'on en conclut que
celle des deux courbes qui est
au-dessous de I'autre, a gauche
du point de conlact, est siluée
au-dessus a droite de ce point,
en sorte qu’en ce point les deux
courbes se traversent mutuellement, cornme on le voit
dans la figure.
SturM. — An., I. 5

z
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Si n est impair, alors n + 1 étant pair, en premant h

assez petit, le signe de QN — QN"ne changera pas avec
Fig. 36. celui de %, c'est-a-dire qu’aux

environs du point M les deux

courbes ne se traversent pas.

Donc, quand deux courbes
ont entre elles un contact d’or-
dre 1mparr, l’une des deux em-
brasse ’autre, et deux courbes
se traversent mutuellement au point de contact, quand
elles ont un contact d’ordre paIr.

Une ligne droite tangente a une courbe a en général
avec elle un contact du premier ordre, ¢’est-a-dire d’ordre
impair; aussi est-clle, au point de contact, tout entiére
d’un cdté de la courbe. Si le point de contact est un
point d’inflexion, alors le contact devient d’ordre pair,
et la tangente traverse la courbe.

DES COURBES OSCULATRICES.
232. Soit

(1) @z, y,a,b,c...,l)=0

-une équation renfermant n -1 constantes arbitraires,
a, b, c,..., lyet qui, suivant les valeurs attribuées a ces
constantes, convient 4 une infinité de courbes différentes.
On peut disposer des indéterminées a, b, c,..., I, de ma-
ni¢re que la courbe (1) ait un contact d’un ordre déter-
miné, du n%" au plus, en un point donné (x,y), avec
une courbe donnée par I'équation

(2) y=Jf(=)

Si le contact est du n®*™ ordre, les n -+ 1 conditions
suivantes seront remplies ;

. -dyY dy diy  diy dry!  dey
g @“9 _ v < — .
(@) Y= =5 = de  dz*
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’ /
On obuendra & ‘:1:’ yeees %, en différentiant n fois
de suite I'équation (1), et ‘Z i:{""’ %, en différen-
tiant n fois de suite Véquation (2). Les n 41 équa-
tions (a) détermineront les 7 + 1 constantes inconnues,
a, b, c, ..., en fonction des coordonnées du point de
contact et des coefficients de I'équation (2).

Quand on détermine les constantes a, b, c,. ..,/ de
maniére & obtenir le contact de I'ordre le plus élevé pos-
sible, qui est éga] au nombre des constantes moins 1, on
dit que parmi toutes les courbes de méme espéce repré-
sentées par 1’équation (1) celle qui répond a ces valeurs

des constantes est osculatrice 4 la courbe y = f(x).

233. Comme premiére application, considérons la
droite

(1) . y =ax—+ 0,
et la courbe y = f(x).:

L’équation de la droite ne renfermant que deux con-
stantes arbitraires, on ne pourra établir qu'un contact
du premier ordre. Il faudra pour cela satisfaire aux deux

équations
. ¢ dy’ dy
Y=y e — ou a= a2z

Si I'on remplace y’ par y dans I'équation (1), on aura
y—ax—+5b,
d’ou l’on tire
dy

b:y—u:y—z;.r.

L’équation (1) deviendra alors
d d d
f:é:’+y—zj£, ou y_,=£_'(,r_,.,,,

ce qui mhenlequnondehtansalempmm (=, x).
15.
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DU CERCLE OSCULATEUR.

234. Appliquons encore les mémes considérations au
cercle. Soit en coordonnées rectangulaires

y=f(z)

I'équation d’une courbe. Puisque I'équation générale du
cercle contient trois constantes arbitraires, le cercle oscu-
lateur sera celui qui aura avec la courbe donnée un con-
tact du second ordre. Soit donc .

(1) (2 —E) =+ (¥ —n)'=p*

Péquation de ce cercle inconnu.
On en tire par deux différentiations successives :

(2) 2=ty —n) L=,
(3) =+ —m) T =o.

Comme on doit avoir

dy’ _i{ d*y’ __dy

52?2

r=7 dr — dx  dz*  do

. . dy
sil'on remplace dans les relations (1), (2) et (3) 5/, =

1y . dy d? ,
—. Tespeclivement par y', —=» —-> on aura pour déter-
miner £, », p les trois équations
(4) (2 — &) +(r—n)=¢
' d

(5) (2—8) +(r—n) =0,
dy? d?

(6) 1+ 2L+ (r—n) ST =0,

& ct y étant les coordonnées du point de contact.
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On tire de ces équations :

dy? dy d)"\
s iz (' dz* )
ﬂ—]~—- d’]’ 9 E——a::.——— ([‘J«' 9
, dr . 2t
et enfin ’

’

(I}” 2 (Iy’)'
(I+ ‘7‘;’> ( ’[}”) (I+ d.t’/
=t (+ =

F diy\? det) —  [diy\* | .
(%) (#)
d’ou
dyn\ 3
(l+ 1_1%’)
(7) P:i diy ¢
drt

235. Le numérateur de cette expression élant positif,
il faut prendre le signe + ou le signe — suivant que
dy L, T . .
7;7; est positif ou négatif, si 'on véut avoir la valeur ab-

solue de g.
2

Y .
— sont toujours
dz )

de méme signe. Comme »n — y est la différence entre I'or-
donnée du centre du cercle et 'ordonnée du point de
contact, il en résulte que le centre du cercle osculateur
est toujours dans la concavité de la courbe.

La courbe et le cercle osculateur ayant Ta méme tan-
gente, le centre du cercle osculateur est sur la normale &
la courbe au point (x, y); on peut encore le conclure de
I’équation (5) mise sous la forme

L’équation (6) montre que v — y et

y—»n dr __
(8) x—E% de~

1,

d’ot résulte que la droite dont le coefficient angulaire est
y—n

» c’est-d-dire la droite qui unit le point de contact
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au centre du cercle osculateur, est perpendiculaire 4 la
tangente commune.

Le cercle osculateur ayant avec la courbe un contact
du second ordre en général, par conséquent d’ordre pair,
il s’ensuit qu'il traverse la courbe, excepté en certains
points particuliers ou le contact est d’'un ordre supérieur
au second. Dans ce dernier cas, si le contact est d’ordre
impair, la courbe et son cercle osculateur sont du méme
c6té de la tangente commune.

On appelle souvent le cercle osculateur cercle de cour-
bure ; son centre et son rayon centre et rayon de cour-
bure. Nous en verrons plus tard la raison.

236. Comme exemple, propesons-nous d’obtenir le
rayon de courbure MK d'une
section conique, en un point
quelconque.

Cette courbe rapportée a I'un
de ses axes de figure et a la tan-
gente au sommet a pour équa-
tion

Fig. 37.

(0 r'=2px + gz

En différentiant deux fois cette équation, on trouve

dy p—+gx

dz —  y

dy dy\* _
= -+ (E) =%

4y
et, en mettant pour —— sa valeur,
dx

d*y  pi’+ 2pgx 4+ q'z?
.771;1— + 7y

=4

ou enfin
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Par suite on a, en valeur absolue,
3
dy’)
r: ( I+ ;{—;,

(2) p= -——-—;-l—z-——-—-
Le numérateur de p est le cube de la normale MN. En
effet, le triangle rectangle MNP donue

d2
MN _r——-y+yd],, ou n—y\/l+—
d’ou
. 3
dy! 2—— .
]‘(l"'-‘—i;-;) = n°.
Donc
”3
3 — .
(3) L

Ainsi, en tout point d’une section conique, le rayon
de courbure est égal au cube de la normale, divisé par
le carré du demi-paramétre.

Il est, du reste, facile d’obtenir la valenr de p en fonc-
tion seulement de I'abscisse du point M. En effet,

ri= 2px.+ qx* et y % =p + qx;
on a, par suite,
n'=2pz gz’ +(p+qz)*=(q + %) 43 pgz 42 pz -+ pP.
Donc

3
B

lg+@)r+ap(1+q)z+p)
Pl

p=
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VINGTIEME LECON.
DEVELOPPEES ET ENVELOPPES DE COURBES PLANES.
Développées et développantes des courhes p]al'les. — Propriétés générales

des développées. — Application a la parabole, a I'ellipse, a I'hyperbole.
— Enveloppe d'une courbe mobile.

DEVELOPPEES ET DEVELOPPANTES.

237. Les coordonnées t et v du centre de courbure
correspondant au point M de la courbe CM sont déter-
minées, comme on I’a vu, par les éqnations

' I
() r—E+(r—n)gl=o,
dy? d’_y_
(2) g ) g =o

Les centres de courbure K, K,,.... forment une nou-

Fig. 38. velle courbe FF’ que.I'on ap-

' pelle la développée de la courbe

CM, et celle-ci est appelée la

développante de FF'; nous ver-

rons bientdt la raison de ces
dénominations.

Puisque les équations (1) et (2)
avec I’équation de la courbe donnée CM

(3) Sz, y)=o0

déterminent les coordonnées £ et » du centre de cour-
bure K, relatif au point donné M (x, y) de la courbe CM,
on aura l’équation du lieu des points K en éliminant x
et y entre les équations (1), (2) et (3).
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PROPRIETES GENERALES DE LA DEVELOPPEE.

238. La développée d’une courbe jouit de propriétés
générales trés-remarquables.

En premier lieu, les normales & la développante tou-
chent la développée aux centres de courbure.

En effet, si I'on prend x pour variable indépendante,
et que l'on différentie I'équation (1), en y regardanty,

d: .
d;{a t et n comme les fonctions de x, on a

dy

dr +(]—ﬂ)_' =0,

dz — dt + (dy — dn)
ou ’

. dy? d? dy
d.r[|+1+()'—n) y] ——d&—drd——i:o,

dx? dxt

ou bien, 4 cause de I'équation (2),

d
d§ -+ dn i —=o,
dc

ou enfin

(4) e

dy

Cette derniére relation montre que la tangente 4 la
développée menée par le point K est perpendiculaire a la
tangente menée par le point M i la courbe CM. Donc la
droite KM est tangente & la développée.

239. Une conséquence immédiate de cette propriéié,
c’est que la développée d’une courbe est le lieu des in-
tersections successives des normales a cette courbe. En
effet, considérons les deux normales MK et M,K; qui
touchent la développée aux points K et K,. Soit Ile point
ou elles se coupent : quand M, se rapproche indéfiniment
de M, la normale M, K, se rapproche de MK, et I'angle
K,IK tend vers deux angles droits. Donc KK est le plus

———
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grand c6té du triangle K, IK, et comme ce cdté tend vers
zéro, il en sera de méme de IK. Par conséquent le point I
se meut sur la droite fixe MK en se rapprochant indéfi-
niment de K, que 1'on peut considérer comme le point
d’intersection de la normale MK et de la normale infini-
ment voisine. .

240. La différence entre deux rayons de courbure
MK et M K, est égale & I’arc K,K de la développée,
compris entre les deux centres de courbure correspon-
dants. -

Pour le démontrer, différentions I'équation

pr=(x— &P +(r —a}

en y regardant y, £, n et p comme des fonctions de la va-
riable indépendante x. Il vient ainsi

pdp=(x—¢) (dz — dE) + (y — ) (dr — dn),
ou .

pdp=ds[2— 5+ (r —n) | — (e — Bty — ),

’

ce qui, d’aprés ’équation (1) du n° 237, se réduita )
pdp=— (. —§)dE—(y —n)dn,
d’ou Pon tire, en désignant par ¢ P'arc FX,

dp_E—z dE 2=y dn

da™  p do [ do

Mais le second membre est le cosinus de I'angle que 1a
droite MK fait avec la tangente ala développée au point
K. Comine cet angle est nul, son cosinns est égal a I'u-
nité, et I'on a
. dp=—=da.

De cette éqnation on conclut

p=¢—+C,
C désignant une constante; on aura de méme

9.=¢.+C:
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done ' ‘
p—pi=0¢— ¢ —=arcFK— nn:FK.j_:arcKK..

241. On peut aussi concevoir cette propriété comme
une conséquence de ce que la développée est le lieu des

Fig. 39.  intersections successives des normales a la

n, MmN courbe donnée. En effet, remplacons un
e petit arc KK, de la développée par sa corde,
et supposons que cette ligne prolongée

K rencontre la courbe en M. La droite KM

par le point K, et K; M trés-peun de la nor-
male K, N, menée par le point K,, en sorte qu’on aura,
en négligeant des infiniment petits du second ordre,

KK, =KM — K,M =KN — K,N,.

C’est cette propriété de Ja courbe FK qui lui a fait
donner le nom de développée. -En effet, imaginons un
fil dont une partie soit enroulée sur FK, et dont I'autre

Fig. fo. partie, tendue suivant la tan-

gente K, M,, se termine en M,

sur {a courbe CM. Je dis que si’

{'on déroule ce fil ¢cn le tenant

toujours tendu, son extrémité

5t — décrira la courbe CM. Car sup-

, | posons que la partie rectiligne

s0it maintenant dirigée suivant la tangente KM, et que
Pextrémité aboutisse au point G : on a

GK =Mk, +KK,

puisque K, K est la partie qui est devenue rectiligne. Mais
d’ailleurs on a aussi MK = M, K, + K,K. Oa aura donc
GK = MK et G coincidera avec le point M sur la courbe
CM : donc I'extrémité du fil décrira la courbe CM.,

242. Une méme courbe FK a une infinité de dévelop-

pantes, et pour les décrire il suffira d’allonger ou de di-

différera trés-peu de la normale KN menée .
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minuer le fil d’une quantité arbitraire. Les tangentes i
la courbe FK sont normales & toutes les développantes,
d’out il suit que celles-ci ont les mémes normales et les
mémes centres de courbure; et comme elles interceptent
sur leurs normales communes des longueurs constantes,
on peut, au moyen d’une développante, obtenir toutes les
autres.

243. Si une courbe est algébrique, les rayons de ses
cercles osculateurs auront aussi une expression algébrique

. d’aprés les formules trouvées précédemment : par consé-

quent, un arc de la développée, qui est la différence de
deux de ces rayons, aura, dans ce cas, une expression
algébrique, et cette courbe sera rectifiable.

RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE LA PARABOLE.

244. Appliquons la théorie précédente a la parabole

Fig. 41. dont P'équation est
Y M ~

K yi=opx.

Nous avons trouvé, en désignant
N

Al F o7 \ z  par n la normale MN, et parg
\L le rayon de courbure au point M,

\ »
Si I'on veut exprimer ce rayon en fonction des coor-

données du point M, il faudra différentier deux fois I'é-
uation y*= 2 px, ce qui donne
q e px,ceq

@& _p dy__ P

dr —-y’ det T y?

Donc on a, en valeur absolue,
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Pour avoir.I'équation de la développée, substituons les

'dy dly , .
valeurs de ot de = dans les équations
d
z—E+(r—n) L =o,
’[)" d’j
1+l—£c—2+(,r—n) = =o:

il vient .

P P’ »
z—Et+(r—n)==o0, 14+=—(r—n)==o0.
L’élimination de x et de y entre ces équations et celle de
la courbe conduit i ’équation de la développée. De la

seconde on tire

r_-r

P

r

2n . 3
1+ +p——:o dod g=—".

y r

En mettant cette valeur de v dans la premiére, on aura

y?
—&+p+—=—o,
z—E+p 5 o
d’onr
E—p=3=z.
On a donc
f;:-P’", 1:%(E—P) et y'=a2pz,
d’ou
y‘:plnl
et : .
2 3
r=(apr=3rE—n]"
Donc ) o
lna_ i 3(5__ )a
pri= P —p
et
8 “
n'= 377 (8 —p)-

Si I'on transporte I'axe des ordonnées parallélement a
lui-méme jusqu’au point O, tel que AO = p, P'équatien
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prend la formie phus simple r*+ % £”, ou Simplement

3
n-——_\/ E*.
2'7[’

Cette courbe a la forme KOL (fig. 41, p. 236). Elle
est symétrique par rapport a I’axe des abscisses, ce qui
était évident a pnon, et s’étend a I'infini du c01é des x
positifs.

En différentiant, on troave

fiz_é\/zé
d¢ ™ 2V 29p ’

L L
fw’ 4\/27p T VB VE

; par consé-

quent, la cour_'be est partout convexe vers I’axe des ab-
scisses.

RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L’ELLIPSE.
245. Soit
a*y 4+ brx'— a*b?
’équation d’une ellipse rapportée a son centre et a ses
axes. On en tire
dy b=z d’_r ' bt

dz - a’y’ ar ay*

Cela posé, la formule connue du rayon de courbure
donne

biax? : s
(+55) _ (B aty)?
P= bt - a‘b

Pour avoir Ia développée’ de Dellipse, reprenons les
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deux équations

dy? -d’y__
(1) 1+ dx——,+(y——n) T =9
d.
(2) x—e'i"(,rf—n)-;-:::o.

Quand on remplace

dy dv v,
Zz &t o par leurs valeurs, I'équa-

tion (1) devient

a'y 4+ b’y — a?*b'(y—an)=o,

ou
_(44.7:_’_ b‘.t’)y
IoANE T
_n‘y’+ bz(a:bl__aa.r:)r .
- a’ b Iy
a?— b2 T4 b
_( b)‘y 75

et posant ' — b= ¢, il viendra

b‘+o’ 2 r ‘.274
j—nz(_% =+ T;
ou enfin
iy’
(3) 1=—

~ En permutant dans la relation (3) x ety, a et d, ce
qui change c* en — c*, on aura

(4 F="r

. . [
Par conséquent, si 'on pose, pour abréger, - = Aet

c?
—~=DB,ona

IR Ry

En substituant ces valeurs dans P'équation de 'ellipse,
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&)+ () =

on a, pour ’équation de la développée,

" (5)+ (2) ==

La courbe représentée par cette équation est symé-
Fig. 42. . trique par rapport aux axes

Yo de lellipse, comme, du

" reste, on pouvait le preé-
—\d voir, Pour n =0, 0n a
L ]
F 6\ 0 GF z i . a
E=—mA =+,
a
ce qui donne deux points G,

G/, situés sur Paxe des
entre les foyers. On obtiendra de méme les points H, H’,
ou la développée rencontre I’axe des y.

En différentiant I’équation («) deux fois de suite, ona

mise sous la forme

-L
3

E\ *dE | (= -%dn_
(x> () F=o

-4
1 '5_‘ Sder g
_§(A) AT 3\

De 13 on tire

m_i) 5+ () 5(7)

dg: -3

d?n
g’
le numérateur est positif, Par suite, cette dérivée a le

Or

est de méme signe que le dénominateur, puisque
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méme signe que »n. Donc la courbe tourne partont sa
convexité vers I'axe des x.

On a ensttite

o () .
A= v=—(m)
(%)

cette dérivée étant nulle pour 1 = o et infinie pour ¢ =—o,
on en conclut que les axes sont tangents a la courbe aux
points G, G/, H et H', qui, 4 cause de la symétrie de la
figure, doivent étre des points de rebroussement.

1
+3

B
%

|
@)= [ ] =

RAYON DE COURBURE ET DEVELOPPEE DE L'HYPERBOLE.

246. Le rayon de courbure et la développée de I'hy-
perbole peuvent se déduire de ce qui précéde en chan-
geant b* en — b, On a ainsi pour le rayon de courbure

\ .
. (b'.r’ —+ ”d‘rz)i
= a‘bt

-

et, pour I'équation de la développée,

(56 =

c? c?
en posant ¢* = a* + b', — =Aet—=B.
: a . b

La développée de I’hyperbole se compose de deux
Fig. 43. branches infinies HGK,
H'G'K’, symétriques par

- rapport aux deux axes; elle
\\ a deux points de rebrousse-
ment G et G’ situés sur’axe

"
G /o0 \p G z )
\ N transverse audela des foyers

par rapport au centre, et
elle tourne partout sa con-

vexité vers I’axe transverse.
Stuax. —-- An.. L. 16
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ENVELOPPE D'UNE COURBE MOBILE.
.

247. Quand une courbe se meut sur un plan, en chan-
geant de forme suivant une loi déterminée, en général
elle touche constamment une courbe fixe qu'on nomme
son enveloppe. On peut supposer que la courbe mobile
est représentée par une équation

(l)' F(z, y, ¢)=o,

dans laquel]e ¢ est un parameétre que 'on fait varier d’une
maniére continue. Si 'on donne a ce paramétre deux va-
leurs successives ¢ et ¢ + Ac, les courbes représentées
par les équations

F(z, 7, ¢)=0, F(z,y,¢c+Ac)=0o,

se couperont en un point (x, y), pour lequel on aura
" F(z,y, c+0ac)— F(x,7,¢)=o0,

et, par suite,

F ¥y € == Ac) — , €
(2) (1’,] c A‘:c F(‘r’j_ﬂ

= 0.

Si Ac diminue indéfiniment, les coordonnées du point

(2,) qui ne cessent pas de satisfaire aux équations (1)
et (2) vérifieront, & la limite, les équations

(3" F(z, 7, ¢) =o, %:o.
On obtiendra donc le point limite M de I'intersection de
la courbe (1) et de la courbe infiniment voisine, en résol-
vant les équations (3). Si maintenant on élimine c entre
ces équations, on aura le lieu des points M, c’est-a-dire le
lieu des intersections successives des courbes représentées
par ’équation (1).

Je dis que ce lieu est I'enveloppe cherchee. En effet,
une courbe % représgntée par I'équation (1) est coupée
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par celle qui la précéde, B, et par celle qui la suit, C, en
deux points qui finissent par se confondre. La droite qui
joint ces deux points tend donc & devenir tangente a la
courbe A. Elle tend d’ailleurs évidemment a devenir
tangente au lien des intersections suecessives. Donc ce
lieu est tangent a toutes les courbes représentées par
Iéquation (1).

EXERCICES. -
1. Deéveloppée de la courbe
3ay’=aax’.

SoLuTION.
81ay* =16 (24 = y/a* — (Sa.:lr:)z (£Va* — 1200 — a).
2. Deéveloppée de la courbe
2 2
L4y =a.
SoLuTION.
: I
(£+y)+ (2 =) =2a.

3. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes ont les
mémes directions, et pour lesquelles la somme de ces axes est con-
stante.

SOLUTION.
2 2
Lyt =

" On trouve le méme lieu quand on cherche I'enveloppe d’une droite
de longueur constante (%), qui se meut en s'appuyant sur deux
droites reetangulaires.

16.
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VINGT ET UNIEME LECON.
ETUDE PARTICULIERE DE LA CYCLOIDE.

Définition et éqnation de la courbe. — Tangente et normale. — Rayon du
cercle osculateur. — Développée. — Longueur d’un arc de cycloide.

DEFINITION ET EQUATION DE LA CYCLOIDE.

248. La cycloide est le lieu des positions d’un point M
donné sur un cercle qui roule sans glisser sur une droite
indéfinie Ax.

Prenons pour axe des abscisses la droite A x, pour ori-
gine le point A, ou se trouve le point générateur M a
Porigine du mouvement, et pour axe des ordonnées la
perpendiculaire Ay.

n reconnait, & priori ‘ordonnée est maximum
o ity & priori, que 1

. \ . L
au point C, correspondant & I'abscisse AD = 5 eire. OoM;

que la courbe rencontre de nouveau I'axe des x en un

Fig. 44. point A’ dont I'abscisse

est égale a la longueur

de la circonférence gé-

nératrice, et que la por-

tion CA’ de la courbe est

symétrique de I’arc CA

par rapport a CDj en-

suite quau dela du

point A’, comme & gauche du point A, il existe une infi-
nité d’arcs identiques & ACA’,

Cherchons maintenant ’équation de la courbe. Soieni
AP = x, MP =y les coordonnées d'un point M du lieu,
MO = a et MOH = u; joignons MO et menons MI per-
pendiculaire a GH.
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D’aprés le mode méme de génération, I'arc de cercle MH
est égal a la portion de droite AH. On a

z—=AH — PH —arcMH —MI:au—-asinu.—_-a(u—sinu.),A
y=OH—I0=a —acosu=a(1—cosu).

Il ne s'agit donc plus, pour avoir I'équation de la cy-
cloide, que d'éliminer u entre les deux équations

(1) . x—=a(u— sinu),
(2) y =a(1— cosu).

Or la derniére donne

cosu — ou « —arc cos ?

a—y a—y
a a
d’ou
4 V2ar—o?
a

-
s\nu —

Portant ces valeurs dans ’équation (1), on a I'équation -
de la cycloide,

’ a—y
(3) x = a arc cos a“ FV2ay—*

Pour expliquer le double signe du radical ou de sinu,
on remarque que si le point M est sur I’arc AC, on a
u < w et sinu>>o. Mais si le point M était sur I'arc CA/,
on aurait u > et sinu < o. Donc le signe supérieur
convient a I'arc AC, et le signe inférieur & 'arc CA'.

TANGENTE ET NORMALE.
.

’

949. Pour obtenir %, on pourrait différentier ’équa-

tion (3), mais il est plus simple de différentier les équa-
tions (1) et (2), dans lesquelles x et y sont fonctions de
la variable indépendante u, ce qui donne

dz = adu(1 — cosu) = ydu,

dy = adusinu = du V2ay — o
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Divisant membre a2 membre, il vient

dy _ V2ay —
dr y

d
La sous-normale au pomt M ayant pour valenr —‘rde,

on voit qn elle est, égale avyaay —9*. Or

\/2(1)’—3” = \/j(za-—j}::, ViH <X IG=MI ou PH.

Donc MH est la normalé au point M, et, par suite, MG,
perpendiculaire 3 MH, est la tangente en ce point.

De 13 résulte un moyen trés-simple de mener une tan-
gente 4 la cycloide par un point M de cette courbe. Sup-
posons le cercle CmD décrit sur 'ordonnée maximum
comme diamétre; menons Mm paralléle 4 Ax : une
paralléle 3 Cm, menée par le point M, sera la tangente
cherchée.

250. La longueur de la normale, an point M, a pour
expression

Vy’—l— _Vy -+ 2ay — y—s/zay

Or GH = 24, IH =y, Cette longueur est donc moyenne
proportionnelle entre TH et GH; c’est donc la ligne MH
elle-méme.

RAYON ET CENTRE DU CERCLE OSCULATEUR.

251. On a

_Vaw =y _ [
d.t y - J ’
donc
dy?* 2a
dig? r
d’ou
2d_y dy  2ady
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ou -
dly a

dr? — r?
.- d’ d? , .
Substituant ces valeurs de d—‘: et de EJ; dans I'expression
vonnue du rayon de courbure, on trouve

2a\?
Ay _8ar =224y
P._—'a—z———-——-;r. donc P—->2 2dy.
7y

Mais

V2ay = /GH < 1 = MH,
donc le rayon de courbure est double de MH, et puisque
d'ailleurs MH est la normale au peint M, on aura le
centre de courbure en prenant sur la direction de MH
un point N tel que MN = 2 MH.

DEVELOPPEE DE LA CYCLOIDE.

252. Ce résultat donne trés-simplement la développée
de la cycloide.

Soit HNL un cercle égal aun cercle OM, tangent au
point H i I'axe Ax, au-dessous de cette droite; menons
LE paralléle & Ax, et prolongeons le diamétre CD jus-
(u’a sa rencontre en E avec LE; les arcs MH et NH étant
dgaux, on a

arcNH — AH;
d’ailleurs

arcHNL — AD.
Donc :
arcNL —= AD — AH=DH - = LE.

Ainsi la développée de la cycloide est engendrée par
le mouvement d’'un point N placé sur la circonférence
d’un cercle égal au cercle OM, mais qui roulerait sur
une paralléle LE & Ax, au-dessous de cette drojte, et a
une distance de celle-ci égale au diamétre du cercle mo-
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bile. Cette développée est donc une cycloide égale a la
premiére.

On peut d'ailleurs le démontrer sans connaitre la lon-
gueur du rayon de courbure. En effet, de méme que MG
est tangente 3 AMC en M, NH ou MN est la tangente en
N ala cycloide ANE. Donc cette derniére courbe est le
lieu des intersections successives des normales consécu-
tives a la cycloide ACA’, et par conséquent elle en est la
développée.

253. On retrouve le méme résuliat par le calcul.

Ona

dy _ [za d’y  a
dz 7 7 r?

Substituons ces valeurs dans les équations

dy? d3y
It am ) =o
d
.r—E—i-(,r—n)Z-);:o.

La premiére équation donne

2?“.__(_7_.”)5“’—2:0 ou bien 24y —a(y —n)=o,
ou enfin
(1) y==n

On tire de la seconde équation
-'-'—5'4-(.7—»)\/3;“—1:0,

ou, en remplacant y par sa valeur et transposant,

2a
x=E+2n\/————l,
a

ou enfin, en faisant passer » sous le radical, dont le signe
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doit éire changé puisque » est négatif,
(2) 1‘:5-——2\/——201)—7!'-
Substituant les valeurs (1) et (2) dans I'équaiion dé la

cycloide,

(3) x — aarc cos — Veay —y?%,

a—y
a

on a, popr I'équation dela développée,

(4) g_—:aarccos(-'-:_—"+\/-— 2an — 7%

Supposons maintenant qu’'on prenne pour axes les
droites Ex’ et Ey’; nommons z’ ety les nouvelles coor-

v Fig. 45. données d’un point quelconque
J 6 % N de la développée : puisque
I/?T 1'\ AD—=na, DE=2a,

N
AT . D Z on aura
10 N
w ‘ E=AD — DI =znra—r,

x L R E
‘ 0 2n=NR —IR = y/ —2a.
Substituant ces valeurs de £ et de »n dans I’équation (4),
P’équation de la développée par rapport aux nouveaux

axes devient
y'—

a

a —_—
na — &X' = a arc cos + 2ay — 1,
ou bicn

N ’
' =a (ﬂ—arcm,sy - a) — V2ay' — 2,

ou enfin, comme deux arcs supplémentaires ont des co-
sinus égaux ct de signes contraires,

\

) — V="

—

a
.z’:aarccos(

Celte équation, comparée a l'équation (3), montre que




250 COURS D’ANALYSE.

la développée de la cycloide est une cycloide égale, placée
par rapport aux axes Ex/, Ey’, comme la proposée par
rapport aux axes primitifs.

LONGUEUR D'UN ARC DE CYCLOIDE.

. 254. Laligne MN, double de HN, est le rayon de cour-
bure correspondant au point M de la cycloide dévelop-
pante, ou la tangente menée par le point N & la cycloide
ANE développée de la premiére. De plus, au point A, le
rayon de courbure est nul puisque la normale MH devient
nulle pour ce point. Donc, comme un arc de développée
est égal & la différence des rayons de courbure extrémes,
ona
arcAN — MN == a NH.

En revenant a la cycloide proposée, on peut dire que I'arc
CM est égal 2 2MG.

Exprimons maintenant cet arc en fonction des coor-
données de son extréiaité.

On a *

arcCM — 2MG = 2 y/24.MQ,

ou bien, puisque MQ = 22 — y,
arcCM = 2 /4 a*— 2ay.

2535. On peut encore parvenir a ce résultat par le
calcul.

En effet, soit CM = s un arc compté & partir du som-
met C; on aura

d.t‘
ds == d I+ —-
Ly ar
Oron a
dr y
dy \/2ay —7‘
donc
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Mais I'arc CM diminue lorsque y augmente ; on doit done
prendre le signe —, et écrire

%f—%—, =d(ay3a 3a =7
donc .
s:zV?&Vza—j-l—C,

’

ds = — dy

ou
s=2\fa'—~2ar+C..

C est une tonstante que l’on détermine en faisanty = aa,
cequi donne s = o, et, par suite, C=o0.On a donc, comme
plus haut,

arcCM = 2 \/fa’— 2ay.

256. Si I'on suppose y = o, on aura

arcCA —{a,
et, par suite,
arc ACA’ = 8a.

Ainsi larc entier de la cycloide est egal & quatre fois
le diamétre du cercle générateur.

EXERCICES.

4. Quand une courbe plane C roule sans glisser sur une autre
coyrbe fixe C’, chaque point du plan de la premiére décrit une
courbe dont la normale passe & chaque instant par le point de con-
tact de C et de C'.

2. Discuter la courbe engendrée par un point qui se meut d’un
mouvement uniforme sur un cercle dont le centre se meut aussi
d’un mouvement uniforme et en ligne droite.

3. Le lieu des points d’ot P'on peut mener & une cycloide deux
tangentes formant un angle droit est une cycloide accourcie ( courbe
du n° 2, quand la vitesse du centre est moindre que celle du point -
déerivant). :
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VINGT-DEUXIEME LECON.
COURBURE DES COURBES PLANES.
Expression du rayon de courbure quand l; variable indépendante est
quelconque. — Application aux coordonnées polaires. — Théorie de la

courbure des courbes planes. — ldentité du cercle de courbure et du
cercle osculateur. — Applications.

'

EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE QUAND LA VARIABLE
INDEPENDANTE EST QUELCONQUE,

257. En prenant x pour variable indépendante, nous

avons trouvé
3
dy?\?
1 /A,
( + (1.1:7)

d?y

dr?

o
|
I

Supposons maintenant que x et y soient fonctions
d’une autre variable ¢, et cherchons, dans cette hypothése,

) : : dyr
I'expression de p. On sait (92) que 7, conserve la méme

dzd*y — dyd*x

dy . . .
forme, et que —= doit étre rcmp]ace par =

On aura donc

e

; d.r’)
G-
T T dzdy —dyd'x’
ax®

ou bien

3

(1) _ (dz+dy?)?
P= Zrdiy — dyd'z

expression dans laquelle les différentielles de x et de y
sont prises en regardant ¢ comme variable indépendante.
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ExevpLE. — La cycloide est représentée par I'ensemble
des deux équations
z—a(u —sine), y=—a(1—cosu).
De 13 on dédlﬁt, en predant u pour variable indépen-

dante,
dr—=a(1—cosu)du, d*z=—asinudn,

dy =asinude, d*y = a cosudu®,
Par conséquent,
dz? + dy’ = (1 — 2 cosu + cos*u + sin’u)a*du?,
. ded?y — dyd*x = (cosu — cos’u — sin’u)a*dw,

ou
dz* + dy* = 2(1 — cosu)a*du3,
dzddy — dyd*x = — (1 — cosu)a*du®.
Par suite,
3
3 (1—cosu)® addud 1
p =2’ T—cosu)adad =2a\/2(1— cosu)?-
Or,
T — cosu ='Z-
. a
Donc

/

P:za V/; \/%:2Vza .

»

EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES
POLAIRES.

258. La formule (1) conduit & 'expression du rayon

Fig. 46. de courbure au point M, en
fonction des coordonnées po-
laires de ce point. Pour cela,
menons par le pole deux axes
rectangulaires Ox et Oy. Soient

x0A=2, OP=zz, MP=y,
OM=r, MOA=y,
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on aura . .
z=rcos(8 —a), y=rsin(f-a),
ou en posant, pour abréger, 0 — a = ',
) x =rcosd', y—rsing'.
De 1 on tire, en observant que d6’ = d0,
dx = drcos§’ — rdf sin@’,
dy =drsin®’ + rd0cos¥’,
d*x =d*rcost’ — 2 drd0sinb’ — rd0*cos?’,
d*y =d*rsin@’ + 2 drdf cost’ — rdo*sing’.
On aura donc
dx?+ dy*=dr? cos*0' 4+ r'sin? 6' 9" + dr*sin?6’ + r?cos?0' d§
=dr? (sin?@ ~+cos?0’) + r? dé’(sin’ 6" + cos?6’),
et, toutes réductions faites,
(2) dr? + dy? == dr® -+ r2do.
De méme,
dzd?’y — dyd*x
== (drcos6’— rd9sin¢’) (d*rsin ' + 2drd§ cos§’ — rd@'sin 6’)
— (drsing’ +rd6 cos’) (d*rcosd’ — 2drd8 sin6'— rd¢? cosf’)
=d’r(drsin®’ cost’ — rd0sin’6'— drsin 8’ cos6' — rd6 cos?¢')
—+ 2dr?(d9cos’’ + d0sin®6’) + r?(sin?0’ ¢+ cos?0’ d¢¥),
ou, en simplifiant,
(3)  drd'y —dyd*z—2dr'd9 — rdod*r -+ r*de".
Substituant les valears (2) et (3) dans la formule (1), on
obtient

. 3
_ (dr? 4~ rd9?)?
P= 2.drd8 — rd*rd9 + r*d gs
ou bicn
/ dr?’ 3
(%)
d 9
(4) p=

drt dair

r’—l-ad—a—z——l(-z—e‘.
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Ce résultat s’obtient d’ailleurs plus simplement en fai-
sant coincider ’axe Ox avec OM. 1l faut faire alors & =6,
etl’on a .

dz —=dr, dy —rdb,

d*r—=d'r— rd6®, d*y —2drd9.

259. On introduit quelquefois, au lieu du rayon vec-

teur r, sa valeur. inverse dans Pexpression du rayon de

courbure. Soit

) =X
il en résulte
d » du? — ud?
dr—— -—':, dir—= 2da’ — udlu,
u ud
Donc
3 ' B
1 1 dw?\? 1 + 1 dit’)’
_ u? + ut dg? _ w ut do?
P=1 2 du?  wud-u—2di*” 1 1 d*u
u? ut do? u'do? w wdo
ou enfin
3
(u2 - du? )”
de
(5)

P= w PE
(u -+ d_92.>
260. Exemeres. 1° Courbes du second degré. L équa-

tion générale des courbes du second degré, rapportées a
'un des foyers et a I'axe focal, ést

P 1+ ecosh
r—— ou U— ——————
1+ ecosd P

On aura, dans ce cas,

du = —-;sinada, d*u = — icoseclo’,
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et la formule (5) donnera

S |
0 2 2
|'(| ~+-ecosb) + ; sin’9-|

._‘ l)’
P_—(|+m'059.’ 1+ ecosh e ’
- — — cosf
1’ P
ou bicn
. 3
(14 2ecosf+-¢)?
p=p (1 + ecosd)? ’
2° Spirale logarithmique : r=ae™"’.
On tire de cette équation :
q
d) dir mdr
d—; = mae™"? =mr, o= d; :‘m’r.

Substituant ces v2leurs dans la formule (4),0n a

_ [r2(r =+ m’ﬂ-:-
P= ri(1 -+ m?)
ou bien

P=’V'+”'7'

Soient MK la normale et OK la sous-normale du point
considéré. Le triangle rectangle

KOM donne

MK = {/OM + 0K

= \/r’-l- r*tang? OMK .

Fig. 47.

Or, on a

tangOMK = cot OMT = m,
d()ﬂ(‘,
MK =ry1+ m*=p.

Ainsi Pextrémité K de la sous-normale est le centre de
courbure.

Pour trouver I'équation de la développée, prenons un
nouvel axe p(_)l,aire OB, incliné d'un angle « sur le pre-
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mier. K étant I'un quelconque des points du lieu, soient -
OK =’ et KOB =6, on aura

Y = mr = mae™® :

mais 0' +a =0 + 1;"; donc I'équation de la développée

sera :
m0'+m(u——)
r’ = mae ,
ou bien
(==3)
, mj ¢ — —
. 7 = ae™? X< me 2/,

Comme « est arbitraire, déterminons cette quantité
de telle sorte que l'on ait

m O =
me 2/ =1

’
ce qui donne

™ ™
lm+m{a— —-)=0, O a==——
2 2

Péquation de la développée deviendra

r’' = ac™ 0'.
On voit que la développée est une spirale logarithmique
égale & la premiére, mais différemment placce.

DE LA COURBURE DES COURBES PLANES.

261. On doit considérer la courbure d’une circonfé-
rence comme étant la méme en tous ses points, et d’au-
tant plus grande que son rayon R est plus petit, ou que
1
R

T
prendre — pour mesure de la courbure du cercle.

la valeur inverse — est plus grande. Il est donc naturel de

On congoit mieux cette définition si I'on considére un-
StuRM. —- An., 1. 17
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- cercle tangent & une droite’ en un point, et que l'on
éloigne de plus en plus le centre sur la perpendiculaire
a cette droite en ce point. Le cercle mobile, dans une de
ses positions, sera compris entre la droite fixe et le cercle
précédent, et, par conséquent, il-s’approchera d’autant
plus de la droite que son rayon sera plus grand.

Soient MT et M’ T’ deux tangentes & une circonférence
dont le rayon MK est égal 4 R,
et soit HIM' = w. On aura

Fig. 48.

arcMM’' — Ro,

puisque I’angle MKM' est égal
a HIM'; donc

R~ arcMM'

Ainsi la courbure d’un cercle est égale & I'angle de
deux tangentes divisé par I'arc compris entre les points
de contact.

262. Considérons maintenant une courbe quelconque
CMM'U. Cétant un point fixe pris sur cette courbe, soient
CM =s, MM' = As; 7 I'angle MTx, t'l'angle M'T'x,
formés par les tangentes MT et M'T’ avec Oxx, et At la
différence de ces angles, c’est-a-dire I’angle HIM'.

. . . , At .
Si la courbe était une circonférence de cercle, 7 serait

Fig. 4g. sa courbure au point M, et ce
' rappert serait indépendant de
As. Quand la courbe est quel-

At .
conque, le rapport —» qui va-

rie avec As, est appelé la cour-
bure moyenne de 'arc MM/, et
P'on nomme rayon de courbure
moyenne le rayon d'un cercle dans lequel les tangentes
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menées aux extrémités d’un arc égal & As font entre elles

, . As
un angle égal a Az. Le rayon de ce cercle est v
Supposons maintenant que le point M’ se rapproche
. Yip e . Az
indéfiniment du point M : le rapport 5 convergera vers

d . . .
d—:’ qui sera dit la courbure de la courbe au point M.

Concevons un cercle ayant la méme courbure, et soit p
son rayon : on aura '

Si I'on prend sur la partie intérieure de la normale une
longueur MK = p, le cercle décrit du point K comme
centre avec MK comme rayon sera le cercle de courbure,
le rayon et le centre de ce cercle seront le rayon et le
centre de courbure correspondant au point M.

On appelle angle de contingence I'angle dt formé par
les tangentes menées aux extrémités d’un arc infiniment
petit. On peut donc dire que la courbure d’une courbe
en un point est égale & I’angle de contingence divisé
par la différentielle de Uare.

IDENTITE DU CERCLE DE COURBURE ET DU CERCLE
OSCULATEUR.

263. Le cercle de courbure est le méme que le cercle
osculateur, déterminé par la théorie des contacts; en

cffet, on a
dy?
=d.
ds x\/l+ 2z’

L
azx

dv—=d (arc tang a‘y) = —-d—r:;

dz?

17.
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donec
d 2 ]
ds \/l + Frz—’ (l + %’)
de —P— d dy ?
dr
dx
ou

-

+
&3
—

ce qui montre bien que p, ou le rayon de courbure, est
égal au rayon du cercle osculateur, et, par suite, que le
cercle de courbure se confond avec le cercle osculateur.

264. On peut démontrer ce théoréme par la géométrie.
Soient MK et M'G ( fig. 49, p. 258) les normales en M et
en M’ a la courbe donnée, G leur point d’'intersection,
et MK le rayon de courbure au point M. Joignons MM';
ona '

- MG :MM =sinMM'G :sinG,

d’ou
MM’sinMMN' G
MG = sinG ’
ou bien
MW G arcMM'

MG X sinMM’G.

= arcMM’ < sin G x G

A la limite, quand le point M’ vient coincider avec M,
la droite MM/ devient tangente : par suite 'angle MM'G
devient droit, et son sinus a pour valeur 'unité. On a
d’ailleurs

lim M _ 1, lim G _ 1
arcNM’ ? sinG ~ ’
. arcMM’ . As ds
lim = lim — = :

G Ar  dz’
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donc

ImMG = ﬁr_ = MK.
dr

Ainsile centre de courbure K est I'itersection de deux
normales infiniment voisines : donc il se confond avec
le centre du cercle osculateur; et, par suite, le rayon de
courbure (262) est aussi le rayon du cercle osculateur.

265. Nous avons démontré I'identité du rayon de cour-
bure et du rayon du cercle osculateur en déduisant la
valeur de ce dernier de celle du rayon de courbure : nous
pouvons parvenir au méme résuliat en suivant une mar-
che inverse; c’est-a-dire en déduisant la valeur du rayon
de courbure de celle du rayon du cercle osculateur.

En effet, le rayon du cercle osculateur au point M est

dy?\? d:
l+—'7- —_— d—‘y
_ dc?) dy? dr
A VAP ~ R ey
@ '
Or,
dx +dfz—\/d2-d2—d
ITan TV T AaT=as
dr
d.
2 _a arctangir- =dr;
I+d_y’ dr
dz?
donc,
_ ds
F=uz

EXPRESSION DU RAYON DE COURBURE EN COORDONNEES
POLAIRES.

266. Pour obtenir I'expression du rayon de courbure
en coordounées polaires, nous partirons de la formule
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p= % Soit p I'angle que la tangente au point M fait

avec le rayon vecteur : on aura

- rdf
Fig. 50. tangp = _;;;
>§‘\ mais
4 NS p=t—0
0 done
1dr
() cot (v —8) =~ .

On en déduit
de—dx _  [vdr dr - d (1 dr
sin’(t — 0) —d(_;' ﬂ)’ a1 o (v e)ﬁ (r 3—6).
Mais I'équation (1) donne
1

sin’(‘r —_ 9) = ——I'z—;;
i (; d_o)

donc '
. (1 ﬁ)’_i (l ‘E)
(2) d_‘r= r db do\r dbo .
a o (FEY
r db

Dr’ailleurs nous avons

—_— 2
ds = \dr*+ r'de*=r \/51—';— - d62.
r

ou bien,
1
ds ) 1 dr\*?
Donc, en divisant I'équation (3) par I’équation (2), on
aura '
., dr\?
ds ( + ﬁ)
P=a= ,+2¢1r’ air’
d9? do? .

formule déja trouvée (n° 258).
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267. Appliquons ce résultat a la spirale logarithmique
r—ae

Soient MO = r et MOL = 6 les coordonnées polaires du
point M. On a

— o dr
ds = \/dr’-l-‘-r’de’zde \/r’+ 70%

. \ dr -
ou bien, a cause de 75 ="

ds—=rdf\1 + m?.
Maintenant on a, en posant I'angle OMT = p,
t=0+p.

Fig. 51. Or, dans la spirale logarith-
mique, @ étant constant, puis-

que tangp = —;—, onadt=d6.

Par suite

p::j—i:r\/l+m’,

comme on I'a déja trouvé (n° 260, 2°).

EXERCICES.

Rayons de courbure des courbes suivantes :

_ ,_ (2a+43x)
1. 3ay*= 22°, pP=ga

z _s)

5= 4 cosf)?

3. r=a(2cosd *x1), P'—‘a%m"
. &
4. r*=a*cosal, =3z

'
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VINGT-TROISIEME LECON.
DES COURBES A DOUBLE COURBURE.

Equations de la tangente. — Angles de ia tangente avec les axes des coor-
données. — Plan normal. — Différentielle d’un arc de courbe. — Limite
du rapport d’un arc a sa corde. ’

EQUATIONS DE LA TANGENTE.'
268. On appelle courbes & double courbure celles dont
tous les points ne sont pas dans un méme plan.
- Une courbe 4 double courbure est représentée, comme
on le sait, par deux équations

(I) Sz, ¥y z)=0,

(2) ¢(z, ¥, 2)=o0,

qui appartiennent a deux surfaces dont cette courbe est
I'intersection.

On choisit ordinairement pour surfaces auxiliaires des
cylindres paralléles aux axes, et alors la courbure est re-
présentée par deux équations dont chacune ne renferme
que deux variables.

269. Pour obtenir les éqnations de la tangente menée a

Fig. 52. une courbe parun pointM, nous
chercherons d’abord les équa-
tions d’une sécante MM'. Soient
z, y, z les coordonnées du
point M, et x 4+ Ax, y + Ay,
z + Az celles du point M. Les
équationsdela sécante MM sont

A i Az
Y—y::A—‘:(X—x), Z—z::K;(X—x),

X, Y, Z étant les coordonnées courantes.
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Or, si le point M’ se rapproche indéfiniment du point M,
la sécante MM’ devient a la limite tangente a la courbe

. . : A Az
au point M, les coefficients angulaires 22, 22, tendent
: Ax Ax .

dy dz , .
vers —— et ——; et 1 ona les équations de la tangente,
dy dz
(a) Y—_y:d-'—:(X—.z'), Z—z—_:z(x-x),

. d ds Lotk
ou e—i‘—: et —— sont les dérivées de y et de z par rapport
&
a x; en les divisant membre & membre, on a I’équation

de la projection de la tangente sur le plan yz,

dy
Y—j:z;(z——z).

La forme de ces équations montre que la projection
de la tangente sur chaque plan coordonné est tangente
a la projection de la courbe sur ce plan, ce qui résulte
d’ailleurs de ce qu’au moment ou le point M’ se réunit
au point M, le point P’ se réunit au point P.

dy
dz
par la différentiation des équations (1) et (2), qui donne

. . . dz .
270. Les coeficients différentiels - et - s’obtiennent
&

o Fdy o ds_
‘dx dy dx 4z de "
¢

(=)
(22 dodr dvde
dx  dydr dz de~
En tirant de ces deux équations les valeurs de % et

dz . . .
de = €t les substituant dans les équations (a), on aurait

les équations de la tangente. Mais il revient au méme
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N dy dz . .
d'éliminer = © 7 entre les quatre équations () et (a).

Or, de {a) on tire

dr— X—z dr X—=

dy Y—y dz 12—z

Substituant ces valeurs dans les équations («), on a enfin
{)
‘ — (X —=z)+ ——(Y—y)+%(z—z)=0,

( ‘ﬁ’(x—x)+—$(Y-y)+gzi"(z—z):o.

On obtient donc les équations de la tangente en rempla-
¢ant, dans les équations différentielles,

df , df df

Zd <. d  dz —
LT YT eES
49 e g 9
pr +1T}’] Zcz_o,

les différentielles dx, dy et dz par les différences X —z,
Y—y,Z—z.

ANGLES DE LA TANGENTE AVEC LES AXES.

271. Supposons maintenant que les axes soient rectan-
gulaires, et nommons «, € ety les angles formés par la
tangente avec les trois axes coordonnés Ox, Oy et Oz.

Dans le trapéze MPP' M/, dont les cotés paralléles sont
MP =2z et M'P' =z + Az, menons MH paralléle 2 PP’
Soit 7' Pangle MM'H, c’est-a-dire I'angle que la sécante
MM’ fait avec l'axe Oz. Le triangle rectangle MM'U

donne
Az Az

s —m—r—— =
! ' Az Ayt

MM
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Si ¢ est la variable indépendante, on peut écrire

Az
At

Ve

Or, quand M’ vient se confondre avec le point M, la
sécante devient tangente, ¥’ devient y, et I'on a

dz
de

cosy = — .

dzs? dy? 4 dz?

& ar @
ou bien :
. dz

cosy =

\/dx’ “+ dy*+ dz?
Si dz est > o, c’est-a-dire si z croit avec la variable

TN L .
mdependante tyonacosy >oety < -2-; s1, au contraire,

dz cst <o, on a cosy <<o et 7>§-

On trouve de méme cosa et cosfB, de sorte que les
trois angles cherchés sont donnés par les formules

dx
CosSx — ——————————»
Vdz*+; dy* + dz?
4
(e) cos8 = —-—t——____y—_—-‘y
Vdz* + dy* + dz*
dz
cosy =

Vaz + dri+ dot

Si Parc infiniment petit MM’ est désigné par ds, on
aura, comme nous le verrons bientét (n°® 278),

ds = \/dz*+ dy*+ dz’.
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et les formules précédentes deviendront

dr dy ds
(d) cosa = —» cosG__;{—;, cosy = —+

PLAN NORMAL.

272. Le plan normal 4 la courbe CM est le plan per-
pendiculaire a la tangente MT, mené par le point M. En
nommant X, Y, Z les coordonnées courantes, I'équation
de ce plan sera de la forme

AX—x)+B(Y—y)+C(Z—z)=o0.
Les équations de la tangente MT étant

dy dz
Y-—y:‘Tt(X-—x), Z—z:z(x—x),.
.pour que le plan soit perpendiculaire a cette droite, il
faut que I'on ait .
B . dy C_ dz
A dx A de’

ce qui donne pour I’équation du plan normal
(e) (X — z)der + (Y — y)dy + (Z — 3)dz = o.

273. Voici un autre moyen d’obtenir cette équation.

Soit N un point quelconque de ce planj appelons X,
Y, Z ses coordonnées, et o, B, 7', les angles que fait MN
avec les axes Ox, Oy, 0z.On a

Fig. 53.

cos«'—x—'r
—MN
Y—»

L
cosf' =R
cos —Z—z2
Yy T=TaN

Si a, 3, 7 sont les angles que fait la tangente MT avec
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les axes, on a [formules (d)]

dr ady
COSa — —9 COSPp— ——» COS?Yy == —
ds B as Y “

B

Or,

cosTMN = cos« cosa’ + cosf cosP’ + cosy cos</.
D’un autre c6é, on doit avoir cos TMN = o, puisque
Pangle TMN est droit; I'équation du plan normal est
done '

X—zde Y—ydy Z-—zrlz_o
MN @ T MN 4s T NN &5

qui revient a ’équation (e).

DIFFERENTIELLE DE L’ARC D'UNE COURLE A DOUBLE
.
COURBURE.

274. Prenons, d’une maniére arbitraire et en nombre
quelconque, des points E, F,..., M, M’,..., sur I'arc de
Fig. 54. courbe CMD, etconsidérons
le polygone gauche CEF...
MM'...D, inscrit dans I'arc
CMD. Je dis que le péri-
métre de ce polygone tend
vers une limite déterminée
quand ses sommets se rap-
prochent tous indéfiniment
les uns des autres, en méme temps que leur nombre aug-
mente jusqu'a l'infini; "aprés I'avoir démontré, nous
conviendrons de prendre cette limite pour la longueur
de I'arc CD.
Soient donc x, y, z les coordonnées de I'un quelconque
des sommets M, et x + Ax, y + A&y, z+ Az celles
du sommet suivant M’; on a

MM = JAz+ Aj’—!—Az’:A.t\/l+ (A—'}:)z-l- (Ai),'

Ax K.r
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Donc, si nous désignons par P le périmétre du polygone,

R ey ]

. al e . Ay Az dy
i Ax décroit jusqu’a o, — et — tendent vers —
Si Ax J q, '’ Ax Ax nd v dzx
* dz ) , .
et ——» et 'on peut écrire

dx

G ) Ve

a étant une fonction qui s’annule avec Ax. De la résalte

P=) [Ax \/1 + (:%),-f- <;:->’] + ) (adz).

Mais, d’aprés un principe démontré (n® 16), on a

lim Y (242) =0,
donc

wor o3 o/~ (- (]

Supposons maintenant que x soit la variable indépen-

. dy dz dy\? dz \?
dante; alors = et \/1—|— (E) -+ (2;> > pouvant

étre regardés comme des fonctions de x, considérons,
dans un syst¢tme de coordonnées rectangulaires, la
courbe ef, qui a pour équation

VT

Soient Og = a, 0% = b; on aura, en supposant que *
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varie depuis a jusqu’a b,

[y ]2
Fig. 55, Or 2 (Y Ax) a pour limite I'aire

efgh : donc la limite de P et
I'aire efgh sont exprimées par le

méme nombre. C’est ce nombre
qui représente la longueur de

I’arc CD.

275. Soit maintenant arcCM =s. Si Og = x, on
aura numériquement

arc CM = aire emgqg;
par conséquent

. . . dr\? dz \?
ds — d (aireemqg) — dx \/I+ (‘Tt) ..|_ (2;) y-

ds = \da? + dy*+ dz*.

ou

LIMITE DU RAPPORT D'UN ARC A SA CORDE.

276. On conclut facilement de 13, comme nous I'avons
déja démontré pour les courbes planes, que la limite du
rapport d’un arc & sa corde est U'unité. En effet, soit
Parc MM’ = As, on a '

. ) As
arcMM’ As ‘ Az

MM’ - \/Az:_i_A‘rz_'_Azz_—«l—'- (_A_-Z)’+ (ﬁ)Z
Ax Ax

Mais lenumérateur et ledénominateur du dernier membre

.. : dy\? dz \?
ont pour limite commune {/ 1+ =)t (-—) :donc
z dz

arcMM’

. lim—-ﬁM—,‘—-lo
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VINGT-QUATRIEME LECON.

DES SURFACES COURBES ET DES LIGNES A DOUBLE
COURBURE.

Equation du plan tangent.— Equations de la normale. — Degré de I'équa-
tion du plan tangent. — Problémes relatifs aux plans tangerits. — Plan
osculateur. — Angles du plan osculateur avec les plans coordonnés.
— Normale principale.

EQUATION DU PLAN TANGENT.

277. SoitM (x, y, z) un point quelconque d’une sur-

face représentée par I'équation
(1) . Sflz, y,2)=0

on peut, par'ce point, imaginer une infinité de courbes

tracées sur la surface. Toutes les tangentes a ces courbes

menées par le point M sont con-

tenues dans un méme plan, que

nous appellerons le plan tan-

gent de la surface au point M.
En eflet, soit

(2) ¢(z, yy2)=0
I’équation d'une nouvelle sur-
face passant par le point M.
’intersection des surfaces (1) et (2) est une courbe CMD,
dont la tangente MT au point M est, d’aprés ce que nous
avons vu dans la Lecon précédente, représentée par le
systéme des deux équations
df df df

(B)  ZX—a)+ LX)+ (2—s)=0,

) 'Iq'(X— g}?(y_y)_g_gf(z—z):o.
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Or I'équation (3), considérée isolément, représente
un plan qui passe toujours par la tangente MT, quelle
que soit cette tangente, puisque I’éqnation de ce plan ne
dépend nullecment de la fonction 9. Donc toutes les tan-
gentes menées a la surface (1), par le point M, sont conte-
nues dansle plan (3), qui est le plan tangent & la surface
au point M.

EQUATIONS DE LA NORMALE..

278. La normale 2 la surface au point M est la per-
pendiculaire menée par ce point au plan tangent. Ceute
droite, passant par le point M (x, ¥, z), aura deux équa-
tions de la forme

X—2x=a'Z—1z),
Y—y:l)(Z—z).

Pour déterminer a et b, remarquons que cette droite
est perpendiculaire au plan tangent dont I’équation est

d) d d
ﬁ j:(Y-—y)-i—l(Z—z):o,

oz

(@) (X—z)+

ce qui exige que 'on ait

___dfif b__(//'_ll/.

T dz'di’ T dy dz

De la il suit que les équations de la normale sont

T,
. Tx—a1=Lz-),
[Z—n=ZLz—s

équations que 1'on peut mettre sous la forme
X—2z Y—y Z—3
(¢ A
dx dy dz
STURM. ~-- An., I. 18
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279. On peut donner a I'équation du plan tangen: et
a celles de la normale une autre forme. En regardant z
comme une fonction de x et de y, appelons p et g les dé-
rivées partielles de z par rapport a x et a y, c’est-a-dire
posons

dz dz
=P - T
En différentiant I'équation
Sflzy y,2)=0

successivement par rapport a x, puis par rapport a y, on
aura

7) ) d,
'fd +dfd 2 —o0, %dy-{-—(lfdz:o;
d’ou 'on tire
____df. df __ Y df
=T azd 1T &y dz’ :

Alors I’équation du plan tangent (@) pourra se mettre
sous la forme ’

P(X—2)+q(Y—y)— (Z—3) =0,
ou encore )
(d) Z—s=p(X—a)+q(Y—y)

et les équations (5), qui représentent la normale, devien-
dront par la substitution

X—a2+p(Z—z)=o0,
(e) { P( )=o

Y—r+q(Z—z)=o.
280. Sil'on nomme «, 3, y les angles que la normale

fait avec les axes, on aura

P q 1

VP+g+1 Vp'+ g+t Vor+ g+
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DEGRE DE L'EQUATION DU PLAN TANGENT, PAR RAPPORT
AUX COORDONNEES DU POINT DE CONTACT.

281. L’équation du plan tangent peut se mettre sous la
forme
A a df af

Itx_*—d_yY—*_ﬁ;z: d.z'+‘7(l_7 .Iz

Si I'équation de la surface est algébrique et du degré m,

fff

les dérivées il sont des fonctions algébriques du
14

degré m — 1. Le premier membre sera donc une fonc-
tion du degré m — 1 des coordonnées du point de con-
tact. Quant au second membre, il semble étre du degré
m par rapport a ces coordonnées ; mais on peut le rédunire
au degré m —1, en tenant compte de I’équation de la
surface.
En effet, soit
f(:c, Yyr) =+ U1 . .,
u représentant la somme des termes du degré m, u, celle
des termes du degré m — 1, u, celle des termes du degré
m — 2, et ainsi de suite : on a
df du du, = du,
o b R
drdz " dz | dx :
df du  du,  du
f =24 0
dy " dy ' dy dy
‘' df _du du. du, |
—— e .

= -+
dz dz | dz - ds
Si I'on muliiplie ces equatlons respeclivement par x,y
et z, et qu’on ajoute les résultats, on aura

df dar df du du du
P e R e O

+ .td”' .. du, zdu,
) rZI dy + dz)

du, clu,+ du,
-+ xd.l‘ “+ry d]‘ z-z; +...,
18. .
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ou, d’aprés une propriéié des fonctions homogénes
(n° 178), ‘

- df af df
x-lTl-‘ +] 2}4"2@

=mu+ (m—1)u,+(m—2)u,+ ...
=m(u+u +t,+...)—u,—2u,— Su;—....

Mais le point (x, y, z) étant sur la surface, on a
U—~+u-+u+...—0;
donc I'équation précédente devient

df df df
.z'zz_+y‘?y+z—d;_—ul—-—zu,——3u3—-....

1] en résulte que I'équation du plan tangent se réduit i

o) /) d
—fX+ZY+—ZZ+u,+zu,+3u,+...=o.

dzr dy dz

équation qui est du (m — 1)#me degré par rapport aux
coordonnées du point de contact.

PROBLEMES RELATIFS AU PLAN TANGENT.

282. Mener par un point (a, b, c) un plan tangent
& une surface. On aura, pour déterminer les coordonnées
x, y, z du point de contact, les deux équations

(1) flzy y, z)=0,
{) d d -
(2) n%+bd-i;+c-2-f+u,+2u,+...=o.

Comme on a trois inconnues, le probléme est indéter-
miné, ce qu’il était facile de prévoir. L'ensemble des
équations (1) et (2) représente le lieu’ des ‘points de
contact., Les droites qui joignent le point (e, &, ¢) aux
différents points de contact forment un cdne circonscrita
la surface, dont on obtiendra I'équation en éliminant z,
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¥ z entre les équations (1), (2) et les suivantes :

(3) X—a Y—b_ Z—-¢

vx—a y—6 z—c’

qui représentent I'une quelconque des génératrices.

Si la surface proposée est du deuxiéme degré, la courbe
de contact sera plane, car I'équation (2), qui est satisfaite
par les coordonnées des points de contact, est alors du

premier degré, et représente un plan.

283. Mener un plan tangent & une surfuce et paral-
lé]e & une droite donnée. Soient

X=aZ, Y=0Z

les équations de la droite donnée : il faut qu'un plan
mené par l'origine et paralléle au plan tangent, plan
dont I'équation est

df daf df _
(EX+$Y+ EZ—O,

contienne la droite, ce qui entraine la relation

4 4 4

dz dz:o.

a—+ 4 b+
dy

Cette équation représente une surface qui passe par
tous les points de contact, et avec I'équation (1) elle con-
stitue la courbe de contact du cylindre circonscrit dont
les génératrices sont paralléles a la droite donnée.

Si I’équation (1) est algébrique et du m*" degré, I'é-
quation (4) sera du (m — 1)*" degré, Donc la courbe de
contact d’un cylindre circonscrit a une surface du second
degré est plane.

On aura I'équation du cylindre circonscrit en élimi-
nant x, y, z entre les équations (1), (4) etles snivantes .

X—z=a(Z—3), Y—y=0(Z—2z),

qui représentent une droite paralléle a la direction don-
née et passant par un poiut de la courbe de contact.
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PLAN OSCULATEUR.

284. Soit CML une courbe quelconque dans I'espace.
Soient M et M’ deux points assez Tapprochés sur cette
courbe. La tangente MT & la courbe au point M et le
point M’ déterminent un plan. On appelle plan oscula-
teur la limite du plan MTM’, quand le point M/ vient se
confondre avec le point M.

On peut encore dire que le plan osculateur au point M
est le plan qui passe par le point
M et par les deux points m et
M’ voisins du point M sur la
courbe, quand ces deux derniers
points viennent se confondre
avec M. Cette définition s’ac-
corde avec la premiére, puisque
la ligne Mm tend a devenir tan-
gente au point M lorsque les trois points se rapprochent.

Fig. 57.

285. Le plan osculateur de la courbe au point M, dont
les coordonnées sont x, y, z, devant passer par ce point,
aura une équation de la forme

(1) A(X—z)+B(Y—y)+C(Z—3)=o.

D’ailleurs les équations de la tangente sont
dy dz

Comme cette droite doit étre tout entiére dans le plan
osculateur, on doit avoir, quel que soit X ou (X — x),

d d.
A(X—x)+B‘T);(X-—x) +CZ(X—a)=o,
ou bien

(3) Adr 4+ Bdy +Cdz=o.

Soient maintenant x + Ax, y + Ay, z+ Az les
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coordonnées du point M’ : en substituant ces coordon-
nées dans I'équation (1) 4 la place de X, Y, Z, on aura

(4) AAz +BAy + CAz=o.

Or on peut considérer x, y, z comme des fonctions
d’une certaine variable indépendante 7, et si @, 6, 7 dési-
gnent des quantités qui s’évanouissent avec At, on aura

dx At? <d’.z' )
Arx— Aot — + — “+a)s

dt 1.2\ det
dy  At* (dy
A)’-_..Al—‘z—i—'l—-—;(dﬂ +6)7
A ‘——Atdz—}- At? d’z+
=AM T T e \de T

Par suite 'équation (4) devient

A ~d.z:A + At? [dzx T
Zt T \a e
“dy aer [y \]
—!-B_:I?At-l- .2 (W—re)—
C-dzAt-l-At, d’z+ -—o
e 73 Ta\ae 1) |T®

ou bien, a cause de I’équation (3), et en divisant les deux
mcmbres par i JAY A
d*x d?y ~ (42 _

A la limite, «, €, y s’évanouissent, ct alors, en mulii-
pliant les deux membres par dt?, on a

(5) Ad*z + Bd'y + Cd?*z —=o,
équation qui, jointe & 'équation (3), servira a déterminer

1 ts 2 B, Eliminant B entre ces deux équati
€8 l‘aPPOP S-é, 'é’ iminant entre ces deux equatlons,
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il vient .
A (dzd'y — dyd*z) + C (dzd*y — dyd*s) =o,
d’ou I'on tire
. A dyd'z — dzdy
C 7 dxd'y — dyd'x
On aura de méme

B dzd*x — dxd?z

C~ dzdy — dyd’z’
L'un des coefficients A, B, C étant arbitraire, je prendrai
C =dzd*y — dyd*z,
d'ou
A =dyd'z — dzd’y, B —=dzd*x — dzd?z,
et 'on aura enfin, pour équation du plan osculateur,
(dyd*z — dzd?y) (X — x)
(6) + (dsd?z — dzd?z) (Y — y)
+ (dzd*y — dyd’z) (Z — 2) = o.
Voici un moyen mnémonique pour retrouver cette

équation; on écrit les fractions

dx dy dz dr
——

&'z’ diy' d'2 diz’

et I'on retranche chacune de ces fractions de la précé-
dente : les numérateurs de ces différences sont respecti-
vement les coefficients de Z — z, X — x, Y — .

ANGLES DU PLAN OSCULATEUR AVEC LES PLANS COORDONNES,

286. Soient A, p et v les angles que fait avec les axes
Oz, Oy, Oz, une perpendiculaire MP au plan oscula-
teur, angles respectivement égaux a ceux que ce dernier
plan forme avec les plans yz, xz et xy.On a

A
(«) CosSA = =y cosSp=— ]i, cosy — (—:,
D =9 D
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en posant
D'== A+ B'+-C3,
¢'cst-a-dire

s D= (dyd?z — d:d?y)* + (dzd*x — dxd’z)}

() + (dxdty — dydiz )1,

287. La valeur de D* peut étre mise sous d’autres for-
mes : posons, pour abréger,

dr—=a, dyr=0, dz=c,
diz=d, d’y=10V, dz=/¢,
on aura
D*= (bc' — cb')* + (ca' — ac' )*+ (ab’'— ba'p,
ou '

D*= (a*+4 0>+ ¢*) (a*+ b'* + '*) — (aa’ + bb' + o)t

Or, en appelant ds la différentielle de I'arc qui aboutit
au point M, on a

ds*=dz* 4 dy*+ dz* = a* + 0*+-¢3,

ce qui donne, en différentiant par rapport a la variable
indépendante ¢, et divisant par 2,

dsd’s = dzd*z + dyd’y + dzd*s = aa’ + bb' + cc's
il vient donc
D*=ds*[(d'z) + (d*y ) + (d?2)"— (d's)} ),

ou cnfin

(n) D.—= ds \/(d’.z:)’-a—kd’y)’—i—(d’z)’—(d’s-).’.

On peut encore écrire

D=V (wsd2z — dxd*s) 4+ (dsd?y— dyd?s)*+ (dsd?z — dzd*s)?,

ce qu’on vérifie en développant, ou bien

r/ T dy\? dz\ 3
() D=uds \ / ds < “ ds + (I;Z\:
= — .
r) : ds L ds ds
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Dans toutes ces expressions la variable indépendante est
quelconque. .

NORMALE PRINCIPALE. *

288. On appelle normale principale celle qui est située
dans le plan osculateur.

Cette droite doit étre perpendiculaire 4 la tangente MT
et i la normale MP. Or de I'identité

dr\? dy ’+ dz)’_
s +(T =) =0

dz  dz dyddy dzddz_

(r) Q;(I—(i_s_*—ds z T atET

on déduit

D’autre part, I'équation
Ad'z 4+ Bd’y +~ Cd*z2=o0

peut s’écrire ainsi :

dzx dy dz
2 = A d— —o.
(2) Ad— +Bd -+ Cd =0

Les équations (1) et (2) montrent que la droite qui fait
avec les axes des angles dont les cosinus sont proportion-
nels a
d dy dz

’Z;’ da’

dx
d %’
est perpendiculaire 4 la tangente MT et & la normale MP;
c’est donc la droite cherchée,
Il résulte de la que les équations de la normale princi-
pale somt
X—xr Y-— Z—z
(3) dx = d - = dz
a’s a z
ds ds ds
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EXERCICES.

A. Une courbe tracée sur la surface d’un céne droit a pour pro-
Jjection orthogonale, sur ur plan perpendiculaire & l'axe du cone,
une spirale logarithmique, r = €™, dont ce sommet est le pble. On
demande les équations de la tangente & cette courbe et l’équation
de son plan normal en un point donné. Prowver que cette courbe
coupe toutes les arétes du cne sous un angle constant.

SoruTioN. — L’angle du céne étant «, la tangente & la courbe fait
avec les axes des angles dont les cosinus sont

mwSB—-—smO m sin9+coso mcota

/ m? m*
\/l+sma \/ +smaz l-l-sin’a:

La 'angente fait avec I'aréte du cdne un angle dont la cotangente est

5—' L’équation du plan normal est

(X —x) (mz — y) + (Y —r) (my+x)+4-(Z— z)mz=o.

2. Une courbe est donnée par deux relations entre la distance r
d’un quelconque de ses points M é& un point fixe O, ’angle 6 que
le rayon vecteur OM fait avec une droite fixe Oz, et Uangle ¢ que
le plan MOz fait avec un plan fixze xQy : trouver la différentielle

de son arc en ﬁmctmn des quantités r, 0 et ¢ et de leurs différen-
tielles.

SOLUTION.

ds = \/dr*4 r*d%* + r*sin*gdq’.
3. Trouver U'équation du liew des normales a la surfuce
a’y*= z*(b* — 2*)
mcnées par tous les pojnts de la droite
z=4Fk, ayr=z/ =R,
qei est tout entiére sur la surface.
SorutioN. — Le paraboloide hyperbolique
ch(az +y V= #) (2 V&= K — ay)
4 (a? +b’—l’)"/b’ F(z—Fk)=0.
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- VINGT-CINQUIEME LECON.
COURBURE DES LIGNES DANS L'ESPACE. — HELICE.

Courbure des lignes dans I'espace, — Cercle osculateur. — Rayon de tor-
sion ou de seconde courbure. — Equation de 1'hélice. — Tangente, —
Rayon et centre de courbure. — Lieu des centres de courbure. — Plan
osculateur et angle de torsion.

COURBURE DES LIGNES DANS L’ESPACE.

289. On nomme angle de contingence, dans une
Fig. 58. courbe gauche, comme dans

/T une courbe plane, I'angle &
w__—
| —

N

que font entre elles les deux
) K\ tangentes menées aux extré-
A mités d’'un arc MM'= As,

z quidevientinfiniment petit;
ct courbure au point M, la

(3]

limite vers laquelle tend le rapport 57, quand As dimi-
e g, s . . , , ®
nue indéfiniment. Cette limite est représentée par &

. ds .
L’inverse de la courbure, ou —» est dit le rayon de cour-
[
bure au point M. Nous le désignerons par p.

290. Pour évaluer , menons par le point O les droites
ON et ON égales a I'unité de longueur et respectivement
paralléles aux tangentes MT et M'T’. Soient

dx b — dy dz

ds —Z’ G_Z‘

Ies cosinus des angles que MT ou ON fait avec les axes,
ou, ce qui revient au méme, les coordonnées du point Nj
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soienta’, b’, ¢’ lescoordonuées du point N'. L'angle NON’
sera égal 4 », et I'on aura :

NN’ = 2 ONsin é w=\{ad —al+ (5 —br+(d—ch

ou, puisque ON =1,

2 sin lm = Vaa*+ Ab*+- Ac.
2

En passant  la limite et remplacant le sinus de 'angle

1 .
— o par cet angle lui-méme, on aura
2

o = \da* 4+ db*+ dc?,
d’or
: da’ n’c2

ds* (I.s (l.)’ ;

on aura donc, en remplagaut a, b, c par leurs valeurs,

/ da\? dy\ ? dz\ 2
A/ (fE) (fe) (“®
P ds’ ds - ds ’

quelle que soit la variable indépendante.

291. A cause de la formule (p) du n° 287, on peut

C(.ll!“

_
=P

En prenant deux des formes que I’'on a trouvées pourD
a I’endroit cité, on a encore

ds?
’
V() + (d*y P+ (d*z 2 — (d’s
ds®

Vidyd:z—dzd y ) 4-(dzd*x—dr d*z)*+(ded? y — dy zl".r)’u

P:

) —=

202, La normale principale MN fajt avec les axes des
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angles £, m,’n dont les cosinus sont proportionnels a

dzx dy ds
“or A bin
o ds d ds ds
ds * Tds ' ds
on en conclut
dx dy dz

d —

's
cosl:P 7 cosm:p—-z-, cosn —p —

Or les équations de la normale MN sont
X—x—=Rcos!/, Y—y—=Rcosm, Z—z=Rcosn,

R étant la distance du point M i un point quelconque
(X, Y,Z) de cette normale. On pourra donc, en rempla-
cant cos /, cosm, cos n par les valeurs que nous venouns
de trouver, mettre ces équations sous la forme suivante :

G Z 45
5 S
(a) X—z=Rp o Y—f:BP"E,—’ Z—-z:[{pj;--

CERCLE OSCULATEUR.

293. Si, par le milieu de la corde MM’, on méne un
Fig. 59. plan perpendiculaire a cette
corde et qui coupe la normale
principale MN au point G, ce
point sera le centre d’un cercle
passant par les deux points M
\ et M’. Sile point M’ serapproche
Y du point M, le plan NMM'’ ten-
dra & se confondre avec le plan osculateur TMN, et le
cercle deviendra a la limite ce qu'on nomme le cercle
osculateur & la courbe au point M.
Le rayon du cercle osculateur au point M est égal an
rayon de courbure en ce point..
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En effet, I'équation du plan perpendiculaire mené 3
la corde MM’ par son milieu est
Az (X—x—— %Aa:)'-(—A_y (Y—y— -;—Ay) )
+ Ay (Z —2z— -;— Az) =o,
ou
(X—=z)az+(Y—y)Ay +(Z —z)az= i(A.z:'-’—{— Ay'+ az%).

Sil'on élimine X — x, Y —y, Z — z entre cette équa-
tion et celles de la normale (a), on aura

(li‘z-: i‘z tll-—lf
Ro\ —Zazt Lay+ Lo ) =Liaz 4oy +an);
ds ds . ds 2 ’

mais si 'on regarde x, y et z comme des fonctions de s,
on a

dz
Ax—As +As’ d:+
— —_ —_\ — 3
d. 2 ds ’
dy
dy As? ds
Ay =As— — 6 /-
4 s'd + 2 ds +
dz
. dz As? ds
Az =A0s— 4+ —\ —— +9 /;

ds 2 ds

a, 8, y étant des quantités qui s’évanouissent avec As.

_ Substituant ces valeurs dans I'équation précédente, et
supprimant les termes qui contiennent As en facteur,
termes dont la somme est nulle, on aura

dz\? dn\? dz\? dr )
R (d ds (d ds (d ds d ds _AZ4Ay A
W&/ &/ \ @)= s —
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el en passant a la limite,

px—!’ X himR =1
0 3

ou
limR =p.

Ainsi le rayon du cercle osculatenr an point M est
égal au rayon de courbure en cé point. C’est pourquoi
le point K, limite du point G, sera dit indifféremment le
centre de courbure ou le centre du cercle osculateur.

294. On prouve d’une maniére semblable que I'inter-
section de la normale principale MN avec le plan normal
a la courbe passant par le point M’ est encore, a la limite,
le point K ou le centre de courbure.

En effet, I’équation de ce plan normal est

- (dx dx ' dy iy
(E“*‘AT/}) (X—-a:—A.z')+(d +Ad—)(Y—y—Ay)

+(Zz +aZ ) (Z — z— Az)=o.
En remplagant X — x, Y — y, Z — z par leurs valeurs
tirées des équations (a) de la normale principale,

oy
Y Z—2==Ry—,

(@) X—z=

Y—y=Rp

ds

on aura

T dr dy dz
1 — A “z
R l‘ ds (dz | dr +d¢; dy 1% 1 a
Flas \& %) o\ z) Y w\a s
dy

=222 8y Y 8 e a® raya Y faa®
=8 TV as ds ARG TRy TR

Cette équation se simplifie beaucoup au moyen des
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remarques suivantes. D’abord on a
d. dx dy . d d: l:
bl DG VA B AR it

ds ~ ds ds ~ ds ds s =0

et il reste, en divisant par As,

N

de de dy dy dz  ds
1= A2 NEA Nl = a
C& s + a ds 4 ds + ds — ds
E\as Tas ds As ds As
_Azde Aydy Azdz Ax dr Ay t1_r+A;A(l:
T Asds  BAsds  Adsds  As. ds  As ds = As ds

Si I'on observe que

dr\ ? dy\? dz\ 2
— - f —

d ds d ds + ‘ oy 1
ds + ds ds - p* ’

. . . I,.
la limite du premier membre sera — limR.
P

D’ailleurs la limite du second membre est .

dr\? dy ’+ fdz\? -
Z -+ X (I o .
On aura donc

llimR=1 ou limR=p,

ce qu'il fallait prouver.

295. D’aprés cela, on peut regarder le centre de cour-
bure au point M comme étant I'intersection du plan oscu-
lateur en M avec deux plans normaux, I'un mené par le
point M et I’autre par un point infiniment voisin.

Pour obtenir les coordonnées £, 7 et ¢ du centre de
courbure K, il faudra, dans les équations de la normale

£) az
X—I:RP‘I—:’ Y—J‘=BP7J—’ Z—Z:BP—dT’

StuRM. — An., 1. . 19
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remplacer X, Y, Z par £, n, {. En observant que R de-

vient alors égal a p, on aura
% aY

2t
. ds .
§—z=p—-> n-y=p

ds
ds

y t—z=p—

ds

équations qui donneront §, v et .¢ en fonction des coor-
données du point M.

ANGLE DE TORSION. — RAYON DE SECONDE COURBURE.

296. Soient a, b, c les cosinus des angles que fait avec
les axes la perpendiculaire au plan osculateur en M. Si
I'on appelle & T'angle de ce plan et du plan osculateur
voisin, on aura, comme au n° 290,

.1 e E——
2sin - &= Vaar+ ab*+ act.

Si I'on passe & la limite, et qu’on appelle ¢ ce que de-
vient @, c'est-a-dire I’angle de deux plans osculateurs
infiniment voisins, on a

9= \/da’ ~+ db?* + d¢?
ou

¢ == \/(d cos))*+ (d cosp)?+ (d cosv)?,

A, p et v étant les angles que fait avec les axes Ox, Oy
ct Oz la-perpendiculaire au plan osculateur de la courbe
relatif au point M. On a d’ailleurs

dydiz — dzdy

cosl — D -
dzdizr — dzd*z

cos p = ———p——
dzd*y —dyd*z

CcOoSy — ———'-l)——"

/997, L’angle infiniment petit ¢, formé par deux plans




VINGT-CINQUIEME LEGON, 291
osculateurs successifs, se nomme angle de torsion, et
Yon appelle seconde courbure ou torsion le rapport de ¢
a ds. Si I'on prend ds constant, cette courbure sera pro-
portionnelle a I'angle ¢.

Par analogie avec ce que I'on a fait pour la premiére

‘bure. on repré 9 !
courbure, on représente le rapport 7; par -» de sorte que

d o
r=2%, etl'on appelle r le rayon de la deuxiéme cour-
P .

bure ou rayon de torsion.

DEFINITION ET EQUATIONS DE L’HELICE.

Fig. 6o. 298. Lorsqu’onenroulele
pland’unangle cab=2a sur
un cylindre droit OABL,
a base circulaire, de ma-
niére que le cdté ab vienne
s’appliquer exactement sur
la circonférence AB, Ila
courbesuivantlaquelles’en-
roule le coté ac se nomme

une hélice.

299. Prenons pour axe des x la droite OA qui passe
par le point A, origine de I'hélice; pour axe des y une
perpendiculaire 2 Ox menée dans le plan de la base par
le centre, et enfin pour axe des z I'axe du cylindre.

Soient x =0g, y = Pgq, z = MP les coordonnées du
point M. Nommons m la tangente de I'angle a, u I’angle
AQOP, et R le rayon du cylindre; nous aurons

(a) z—=Rcosu, y=Rsinu, z—=mRu,

car
2 = mp = pa tanga = arc AP X< tanga —= mRu.

L’élimination de u entre les équations (a) donnera
19.
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les équations de I'hélice,

z : z
= R cos —— —R si .
z cos y =R sin Pl

mais il vaut mieux conserver les trois équations (a) avec
la variable auxiliaire «.

TANGENTE A L IELICE.

300. Les cosinus des angles que la tangente MT au

. ) der dy dz
point M (z, y, z) forme avec les axcs sont i
Mais

de —= — Rsinuduy, dy=Rcosudu, dz=mRdu,

ds = R 1+ ndu;
on a douc

dx —sinu

&= i

cosu oz m

dy
i ie——— _—= ==
a Ji+mr 4 Jig

m
Vi+m
gente MT fait avec les génératrices un angle constant
égal au complément de o, et, par suite, que 'angle
gu'elle fait avec le plan de la base du cylindre est aussi
constant et égal a l’angle a.

On a

dz .
La formule o= = sina montre que la tan-

dy _ cosu _ 1

dc™  sinu tanga’

d . . .
or 75 est le coefficient angulaire de la droite PT, et

tang u est celui de la ligne OP. Donc ces deux droites sont
perpendiculaires entre elles ; donc la projection de la tan-
gente & I’hélice sur le plan xy est tangente au point P a
la base du cylindre.
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RAYON ET CENTRE DE COURBURE,

301. Le rayon de courbure au point M est donné par *°
la formule

p=
* d

dxr\ ? dy\? ddz"
ds ds ds

&) T\ /) T\ &

Or, des expressions trouvées au numeéro précédent on
déduit

d d_x d d__y . d (—,f
as cosw - ds sinu ds
ds — R{r+ m’)’ ds — R(n—i—m"), ds

Par conséquent

= :R(l —+ m'*’).
COS* 1 + sin‘un
R*(v+ m2p .
Ainsi le rayon de courbure a la méme waleur pour
tous les points de Uhélice.

302. La normale principale & I’hélice au point M forme
avecles axes des angles dont les cosinus sont proportionnels

dx d dz . .
ad=2, d2, 42, oubiena cosu, sinu et o. Donc cette
ds - ds ds

droite est parall¢le 4 OP, et, par suite, le rayon de cour-
bure est dirigé suivant le rayon du cylindre. La droite
MN, perpendiculaire a I'axe, et la tangente MT détermi-
neront le plan osculateur, et si I'on prend NK =m*R,
K scra le centre de courbure de I'hélice pour le point M.

Comme d’ailleurs le rayon de courbure a une valeur
constante, toujours plus grande que le rayon du cylindre,
il en résulte que le lieu des centres de courbure de
Thélice est une autre hélice du méme pas, mais située
en sens inverse.
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303. La droite MN, lorsque le point M se meut sur
I'hélice, décrit. une surface conoide appelée hélicoide
gauche. Le plan NMT est tangent & cette surface au
point M, puisqu’il passe par la génératrice rectiligne MN
et par la tangente MT 4 I’hélice placée sur cette surface.
Pour avoir I'équation de cette surface, il suffit d’éliminer
u entre les équations °

z=mRu, y=—=uxtangu,

qui représentent la droite MN. On obtient ainsi

Y == x tang %{

PLAN OSCULATEUR. — ANGLE ET RAYON DE TORSION.

304. On a

dr = — Rsinudu, dy =R cosudu, dz — mRdu,
d*x = — Rcosudu®’, d?y = — Rsinudu?, d?z—=o.

On aura par suite

ded’y — dyd*xr = R'dw?,

dzd*x — dzd?z — — mR? cosu du®,

dyd*z — dzd’y — mR?*sinudud.
Alors I'équation du plan osculateur sera, en divisant par
le facteur commun R*du?,

msinu(X —x) —mcosu (Y —y)+Z—z—=o.

305. Si l'on appelle ¢ I'angle de torsion, on sait que

¢ = /(< cos))? 4 (d cospr)?+ {d cosv)?,
A, p, v étant les angles que fait avec les axes la perpendi-

culaire élevée par le point M au plan osculateur. Or ona

1 m cosu m sinu
CO8Yy — ——— COS}L'—_—_——'—"—Q COS A —= ———
Vi -+ m? Vi m? Vi1+
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d’ot résulte

msinudu mcosu dn
dcosv=—o0, dcosp———"> dcos) == ————-
VI m? Vi -+ m?
Donc
m?sin®u m? cos®u _mdu du
- 1 -+ m? 1+ m? \/[ mt
o mdu m 1
e :R g/\ midy — ——— —-
ds.” ‘/1 + m? e 1+ m?* R

Par conséquent la seconde courbure, aussi bien que la
premiére, est constante.

EXERCICE.
Rayon de courbure et plan osculateur de la courbe
4y =ax, F+)+7=a.
SoiuTioN. — Rayon de courbure:
(ot )t
(5a+ 3 .z‘)

plan osculateur :
[22r—aly— 3=5]x+2,3y+“=z= a7 +aax (¥ — 7).
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VINGT-SIXIEME LECON.
POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES.

Points d'inflexion. — Points multiples. — Points de rebroussement. —
Points isolés. — Points d’arrét. — Points anguleux.

DEFINITION DES POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES.
— POINTS D'INFLEXION.

306. On appelle points singuliers d’'une courbe des
points qui offrent quelque particularité remarquable, in-
dépendante de la position de la courbe par rapport aux
axes des coordonnées. Dans ce qui suit il ne sera question
que des courbes planes.

Ayant déja parlé des points d’inflexion (n° 206), nous
allons seulement en donner quelques exemples.

307. Soit d’abord la sinusoide
y = sinx.

Pour x=o0, ct cn général pour x === mn, m étant
un nombre entier, on a y = o; par conséquent, la courbe
rencontre ’axe des x en une infinité de points, que I'on
obtiendra en portant sur cet axe, a partir de I'origine
et dans les deux sens, des longueurs égales a la demi-cir-
conférence rectifiée. La courbe se compose d'une infinité
de parties identiques, mais situées alternativement au-
dessus et au-dessous de I'axe des x. Les ordonnécs maxi-

mum et minimum, égales a I'unité en valeur absolue,

3z 5=
correspondent aux abscisscs — PRt et B
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De ’équation de la courbe on-tire
q ;

i d
Fig. 61. ay — cosz,
dr
12 .
fd_a%' ——sinz,

La seconde dérivée
s'annule ct change de
signe pour = =+ mr. Par conséquent, les points P, O,
N,..., ot la courbe rencontre 'axe des x, sont des points
d’inflexion, et comme, pour x==mmn, la premlére
dérivée est égale a =1, en ces points la tangente a la
courbe est toujours inclinée de 45" ou de 135° sur 'axe
des x.

308. Soit encore la courbe
y = tangz.

Pour t=oct, en général, pourx ==tm=, onay=

Fig. 6. La courbe rencontre donc

I’axe des x a l'origine et en

l/( une infinité d’autres points
» o qe T

0 - équidistants. Pourx=-,0n

P
/]/l/’/ ay=o, ctsil'on faitx un
. T
peu moindre que —» tangx

sera trés-grande et positive. Si I'abscisse est un peu plus
grande que —, tangx sera trés-grande, mais négative. La
courbe aura donc pour asymptote la droite dont 'équation
est x — = On voit dailleurs que la courbe s’étend a I'in-

fini des dem( cotés de I'axe des y, et se compose d'un
pombre illimité de branches identiques.
Par la différentiation, il vient

dy I dy 2coszsinz __ 2sinz
—_——— ;= = ’
de” coslz  da? cos'e cus’x
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et si I'on pose 2 — o,’on t tous 1 ints ol
pose —=; = o, ‘on trouve que tous les points ot

la courbe rencontre I'axe des x sont des points d’in-
“fHlexion.

POINTS MULTIPLES.

309. On appelle point multiple un point qui est tra-
versé pas plusieurs branches d’une méme courbe. Le ca-
ractére auquel on reconnait un pareil point est que la
courbe y admet plusieurs tangentes. Nous omettrons le
cas ou ces tangentes se réunissent en une setle.

Voici un exemple assez général, ou y est une fonction
explicite de x. Soit

»
y=g¢(z)E(x—a)(z—6/,

i—l- ¢tant une fraction irréductible, dont le dénominateur

P
q est pair : le terme (x — a) (x — )7 a deux valeurs
réelles et de signes contraires, pour chacune des valeurs
convenables de x, ce que nous indiquons en faisant pré-
céder ce terme du signe ==.
On tire de cette équation

P P
dy , - p =1
—= +(z— b)Y =5 (2 — — by .
=d(e)% (2= b1 L (s — ) (2= 8
Pour x =a,ona
iy . p -

r=e¢(a), =gt (a)E(a—2b).
Si I'on suppose a plus grand que b, il y aura deux tan-
genles distinctes : d’ailleurs, a des valeurs de x peu diffé-
rentes de @, correspondent deux valeurs réelles et dis-
tinctes de y, qui se réduisent i une seule quand x =a:
donc le point qui a pour coordonnées x =a, y = ¢ (a)
est un point double.
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Mais si a est moindre que b sera imaginaire, et il

n'y aura pas de langente en ce pomt. En cffet, pour des
valeurs de x trés-peu différentes de a, x — b étant né-
gatif, les ordonnces correspondantes seront imaginaires;
par suite, il n’existera pas de point de la courbe dans le
voisinage du point considéré. Nous reviendrons plus tard
sur ce genre de points singuliers (n° 315).

310. Quand I'équation de la courbe
(1) f(z,y)=o0

n’est pas résolue par rapport a y, on en tire par la dif-
férentiation

df df (l]’
(2) =T ds
4 .l‘

. . d . .
En un point multiple de la courbe, Z]’; doit avoir pln-

" sieurs valeurs réclles et distinctes ; mais P'équation (2)

: . . . d
étant du premier degré par rapport a z);:, cela ne peut

arriver qu’autant qu'on aurait a la fois

(3) ' %:o, j_;:

donc, pour avoir les points multiples, il faudra commen-
cer par chercher les points dont les coordonnées vérifient
les équations (1) et (3).

Comme 'équation (2) se réduit alors & 0 = o, elle ne

s s Az . d
peut servir a déterminer la valeur de EZ Il faudra recou-

rir a I'équation différentielle

—=o,

d* f Cdif dy +d’f dy\? ((f dy
o T Tdy de T3y \dz) T dy ar
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. df
ou, puisque o= o,

a2 a*f d d*f (dy\?
(4) A _, &S Ay S ()
dx? dzdy dec = dy* \dx
af S o
dz?’ dxdy (I_y
ne soient pas tous nuls, et que I’équation (4) donne deux

SlIPPOSOHS que les trois coefficients —=

valeurs réelles et distinctes de é : il en résulte qu’il ya

deux tangentes au point considéré, et par suite que deux
branches de la courbe s’y traversent mutuellement : c’est
donc un point double.

Mais si trois branches de la courbe se rencontraient
en ce point, il devrait y avoir trois tangentes, et comme
I'équation (4), qui n’est que du second degré par rapport

a %', ne peut donner trois valeurs de cette quantité, on
devrait avoir en méme temps

d;f_ d*f —o .d;f

de* O drdy ~

d . . . eqpe .
Les valeurs de d—f s’obtiendraient ensuite en différentiant
L

I'équation (4). On voit comment il faudrait opérer, si
un plus grand nombre de branches se rencontraient au

point (x,y)

311. Comme exemple, soit la courbe représentée par
I'équation

y*=a*(1—2?), ounbien y—=zkzyi—z.

Cette courbe est symétrique par rapport a 1’axe des x et i

P’axe des y. Elle coupe I'axe des x 4 l'origine et aux deus
points qui ont pour abscisses x =1 et x =—1.

En différentiant I'équation de la courbe, on trouve
dr —_— x? - 2.1:’

— =t Vi—2 e = == -
+v‘l—x’ vl—.z'
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Pour x = o, les deux valeurs de y se réduisent a une

Fig;. 63. seule, qui est 0. D’ailleurs, pour
\ v T ce point, on a
f\% i‘r- ==41.
dx

TN T
1 2 Ainsi, I'origine est un point dou-
ble. En ce point, les tangentes
TT' et SS' divisent en deux parties égales les angles des
axes.
On trouve, pour la dérivée seconde,

B

z (1 — 22?%)

— —fx 1 —2*
’y:t Jyi— 4 :i:’..‘r“—?).z'.
v?

d
dz* : 1 —a? 3
( ‘B) (I—I"‘)z .
dy NICER [ s .
pour =0, on a = =o0: ainsi, I'origine est a la foi

un point double et un point d’inflexion.

POINTS DE REBROUSSEMENT.

312. On appelle point de rebroussement un point ou
decux branches de courbe viennent s’arréter, et ou elles
ont une tangente commaune. Il faut, dans ce cas, que deux
valeurs dey, réelles quand x est supérieure ou inférieure
a 'abscisse du point, soient imaginaires quand x est in-
férieure ou supérieure a cette abscisse, et, en outre, que

- d . ,
deux valeurs de d_.{.- deviennent égales.

Le rebroussement est dit de premiére ou de seconde
espéce, suivant que les deux branches sont de deux cdtés
différents ( fig. 65) ou du méme cdté de la tangente qui
leur est commune (fig. 64). D’aprés ce que nous avons
vu sur la convexité des courbes planes (n° 205), 'espéce

2
. Y
du rebroussement se reconnaitra par le signe de o sur
L

les deux branches, prés du point en question.
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313. Soit la courbe
- r

r=g(2)= (= —a) §(2),
g(x) et ¢ (i) étant deux fonctions réelles et finies, pour

des valeurs de = voisines de a; supposons la fraction g

positive, irréductible et ayant un dénominateur pair.

Alors, pour chaque valeur de x supérieure a a, le terme
r

(x— a)?¢ () a deux valeurs réelles égales et de signes
contraires, ce que nous indiquons par le double signe ==

Les deux valeurs de y, réelles et inégales pour x plus
grande que a, deviennent égales pour x = a, et imagi-
naires pour x plus petite que a. Donc les deux branches
de la courbe viennent se réunir et s’arréter au point qui
a pour coordonnées x = a, y = q(a).

Reste a voir maintenant si en ce point les deux bran-
~ ches ont ]a méme tangente. Or P’équation de la courbe
donne
r_, £

=v@=l@—a) Ya)E (e ¥ (o)

dz

Si £ est plus grand que 1, & la valeur x = a corres-
7 P 8 q ’

pondra | pour la valeur unique ¢’(a). Donc les deux

branches ayam méme tangente au point considéré, ce
dernier est un pomt de rebroussement.
Pour savoir si le point de rebroussement est de pre-

.y . d*y .
miére ou de secoude espéce, on calcule ——=, ce qui
donne

P
dy

£ o (1= )eef 0

. P_, 4
:1:25(.1: —a)f  Y()E(z—a)y"(z)
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Nous ferons ici deux hypothéses : 1° si I'on a

4
-~ —2>o0,
?
on aura, pour x = a,

dly _o»
T =¥ (a).

- Tig. 64 Ainsi, en admettant que ¢”(a)

G| /B . d?
ne soit pas nulle, az—{ a le méme
T

signe sur les deux branches, et,
par conséquent, la courbe offre
un rebroussement de seconde espéce ( fig. 64).

2° Si, au contraire, on a

5_2<09

pour une valeur de x trés-peu supérieure a a, le terme

(1) Z(2—y) (et ()

sera trés-grand en valeur absolue, et il n’en serait pas de
dy
. dr?
mier, ¢”(x), converg éro, 1 ' d

» 9”(x), convergent vers zéro, lorsque x tend vers a.

méme des autres termes de

qui tous, excepté le pre-

24e

dx?

Ainsi, le terme (1) donne son signe 4 ——-» et comme ce

Fig. 25' terme a l¢ double signe, il s’ensuit
qu’au point [x=a, y =q(a)],
les deux branches sont situées de

) o

part et d’autre de la tangente
~ commune. Dans ce cas, le re-
broussement est de premiére espéce ( fig. 65).

314. Soit comme exemple la courbe

Sy= x’i.z'?.
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A une valeur positive de x correspondent toujours deux
valeurs réelles de y, qui deviennent égales pour x =o. La
Fig. 66. courbe n’a aucun point du cdié
des abscisses négatives. Du coté
des abscisses positives, ellc a deux
branches qui s’en vont & I'infini,
I’unc du cé6té des ordounées posi-
tives, 'autre du cdté des ordon-
nées négatives : celle-ci, aprés avoir coupé I'axe des x
au point dont I’abscisse égale 1.
Y

x

Le rapport = a pour limite zéro quand x = o, et, lors-

que x a une trés-petite valeur positive, les deux valeurs
correspondantes de y sont aussi positives. Donc les deux
branches ontla méme tangente au point O, et sont situées,
prés de ce point, du méme c6té de cette tangente. Donc
I'origine est un point de rebroussement de la seconde
espece.

On parvient encore i ce résultat au moyen des valeurs

dv dv
2 — et de —:
d(.‘u_e e~
dy .53 ay 15 4
E:zx_;m‘, ;{—;-_2—';?.:".
Pour z = o0, on a
dy (l:r Q

a:o et E 05 !

le point O est donc un point de rebroussement de la se-
conde espéce.

POINTS ISOLES.

315. On appelle point isolé ou conjugué un point dont
les coordonnées satisfont & I'équation d’une courbe, sans
qu’aucune branche de cette courbe passe par ce point.
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Soit I’équation _ ' K
y==%x(x—a)jz—5b, g

et supposons d’abord a plus grand que 4. Pour x =3,
on a y =o, ce qui donne un point B situé sur I'aze des
abscisses.
Si x croit de b 4 + o, y croitdeoa =, et I'on
Fig. 67. a une branche telle que MBL.
v SiI'on fait x plus grande que &,

. b} ’ . . .
I'ordonnée est imaginaire, ex-
cepté pour xr=a, car, pour
cette valeur de x, on a y = o.

AN i

L

Ainsi, le point A (xr==a, y=o)
est un peint isolé.

Si a est plus grand que 3, la
courbe n’a plus de point isolé, parce que les deux va-
Fig. 68. leurs de y sont réelles quand x

est comprise entre b et a. Pour
x = a, les valeurs de y se ré-
duisent toutes deux a o. De

Y E
D
B/ A

1 A : b
o T r=aax=®, ycroit jusqu’a

< v s

Iinfini.
: Dans ce cas, le point A est
1 traversé par les deux branches

BCK, BDL : c’est donc un point double.

POINTS D ARRET.

316. On appelle point d’arrét un point ou une branche
unique d’une courbe vient brusquement s’arréter.
Prenons la courbe représentée par 1'équation

!
y=©.

Pour x =0, on a y =« ; si l'on fait croitre x jus-
STURN. — An.. I. 20
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qu'a +- e, y décroit depuis + o0 jusqu'd 1, ce qui
donne une branche asymptotique a I'axe des y, et 4 la
Fig. 69. droite dont I’équation est y =1.
Si maintenant on considére

v des valeurs négatives de x, la va-

I
leur de y sera ~» et pour £ =0

81‘

on aura y =o0; la courbe pas-
sera donc par l'origine. L'or-
donnée augmentera ensuite avec la valeur absolue de x
jusqu’a la valeur y =1. Il y aura ainsi une seconde
branche (¥) de courbe, asymptotique 2 la droite qui a
pour équation y =+ 1, et s’arrétant brusquement
I'origine en venant des x négatives. L’origine sera donc -
un point d’arrét.

317. Soit encore la courbe y = lo—i.—z_- On ne peut pas
o

donner & x des valeurs négatives, car logx serait imagi-
naire. Si I'on donne a x des valeurs positives et trés-
petites, I'ordonnée sera trés-petite et négative, croitra en
valeur absolue avec x jusqu’a

Fig. 70.
R x =1, et deviendra égale a
y - — o pour x= 1.0n aura donc
, ume branche de courbe partant
o Y = de D'origine, et qui aura pour
asymptote du coté des y néga-
olly tives la droite x = 1. Si x croit

a partir de 1 jusqu’a oo, y de-
vient posilive, et.cette ordonnée, d’abord trés-grande, dé-
croit indéfiniment jusqu’a zéro, ce qui donne la branche
LM. Dans cet exemple l'origine est un point d’arrét.

(*) Clest par erreur que cette branche a été roprésentée tangente 3
P’axe des x, tandis qu’elle devrait étre tangeute a I'axe desJ.
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POINT SAILLANT OU ANGULEUX.

318. Soit la courbe

~e

]:

L]

1+ €

pour x =0, on a y =o. L’origine est un point de la

. . . I
courbe. Si maintenant, dans l'expression Y — ,
X

1
14 €%
on fait x = o, on a lim‘g = 0. Ainsi, la branche OG a

pour tangente au point O I’axe Ox.

D'ailleurs, si I'on fait x =— z, d'ont ‘g = —I_] )
14¢ %
Fig. 71. pourx =—2z=o,0na
Y
G limZ =1.
x

0

_ *  Donc la branche OH, située du

B cOté des abscisses négatives, a

/T pour tangente au point O la bis-

sectrice OT de I’angle des axes.

Un pareil point O, ou viennent se terminer deux bran-

ches de courbe qui ont chacune en ce point une tan-

gente distincte, est dit un point anguleux ou point sail-
lant.

319. La recherche des points singuliers exige que I’on
examine avec soin la forme de la courbe dans les environs
. . dy
int pour lequel I'expression analytique de - pré-
du point pour leq P ytig 2P
.sente une des particularités signalées dans cette Lecon;
Ay

i faire
car il peut se que

iz soit constamment imaginaire

20.
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. d oe s . .
prés de ce point, et que z}' soit réel en ce point. Mais

cette discussion, dans le cas ou y est une fonction impli-
cite de x, nous entrainerait trop loin.

EXERCICES.

1. Déterminer les points d’inflexion d’une conchoide (courbe
qu’on obtient en prolongeant d’une longueur constante les droites
menées d’un point fixe a une droite fixe).

SorutioN. — On prend pour axe des y la droite fixe et pour axe
des z la perpendiculaireé menée par le point fixe. Si a est la dis-
tance du point fixe a la droite et 4 la quantité dont on prolonge les
rayons vecteurs menés & la droite, les abscisses des points d’in-
flexion seront données par 1'équation

2+ 3ax?— 2ab*=o.
2. Construire et discuter la courbe y* = z7.
3. Démontrer qu’'en tout point singulier d’une courbe
flz,y) =0
(les points d’inflexion exceptés) on a

daf df

3;:0, —(_lj'=°.

4. Si une courbe du troisiéme degré a deux points d’inflexion,
elle en aura un troisiéme en ligne droite avec les deux premiers.
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CALCUL INTEGRAL.

— e a——

VINGT-SEPTIEME LECON.
REGLES POUR L'INTEGRATION DES FONCTIONS.

Définitions et notations. — Intégration d'une fonction multipliée par une
constante, — Intégration immédiate de quelques différeutielles simples.
— Intégration d’une somme. — Intégration par parties. — Intégration
par substitution.

DEFINITIONS ET NOTATIONS.

320. Etant donnée une fonction d’une seule variable,
on peut toujours la considérer comme la dérivée d'une
_autre fonction inconnue, et chercher cette autre fonction,
qui aura pour différentielle la fonction donnée, multi-
pliée par la différentielle de la variable indépendante.
Soit f(x) la fonction donnée; je dis qu’il existe tou-
jours une autre fonction qui a pour différentielle f(x)dx.
En effet, construisons la courbe CMD qui, rapportée a
des axes rectangulaires, a pour équation

y=rf(=).
L’aire de cette courbe, comprise entre une ordonnée fixe
Fig. 72. quelconque CA et l'ordonnée
v M_D MP qui correspond a I'abscisse
¢ variable x, est une fonction dé-
terminée de x. Or, la différen-

o‘ Y S— z tielle de cette aire est ydx ou

f (x) dx 5 donc cette aire est une
fonction qui a f(x)x pour différentielle, ou f(x) pour
dérivée.
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321. On appelle intégrale de f(x)dx et 'on repré-
sente par f JS(x)dx une fonction dont la différentielle

est f(x) dx. L'opération par laquelle on passe de la diffé-
rentielle d’'une fonction & cette fonction se nomme inté-
gration,

L’intégration et la différentiation sont deux opérations
inverses 'une de I'autre, de telle sorte que le signe d et

le signe f se détruisent mutuellement.

Ainsi I'on a, par la définition méme,

2 [flartz=r i)z, [dg(z)=0)

322. L’intégrale d’une différentielle donnée f(x)dx l
peut avoir une infinité de valeurs, car si ¢(x) est une
fonction dont f(x)dzx soit la différentielle, en ajoutant
a cette fonction une constante arbitraire, 'expression
¢(x) + C aura la méme différentielle. Mais il n’y en a
pas d’autre, puisque deux fonctions ayant la méme diffé-
rentielle ne peuvent différer que par une constante.

Ainsi 'intégrale générale de f(x) dx est

¢(z)+G,

C éiant une constante arbitraire. La figure rend bien
compte de cette constante agbitraire; car si, au lieu de
prendre CA pour ordonnée ﬁi% on prenait C’A’, on ob-
tiendrait I'aire C’A’MP, qui sixpasse CAMP de I'aire
constante C'A’AC.

INTEGRATION D' UNE DIFFERENTIELLE MYJLTIPLIEE PAR UN
FACTEUR CONSTANT.

323. On sait qu’un facteur constant @ peirt btre placé
en dehors du signe de différentiation; il y a une régle
analogue pour I'intégration.



VINGT-SEPTIEME LEGON, 31rx

En effet, on a
dau — adu;

fdau:aa, afdu:au;
fdau:afdu ou fadu:afda,

ou bien, en posant du = f(x)dx,

f af (z)dz=a f /(=)de.

INTEGRATION IMMEDIATE DE QUELQUES FONCTIONS
SIMPLES.

or

donc

324. La différentiation des fonctions simples x™,
a*, etc., conduit immédiatement a4 un certain nombre
d’intégrales, que nous réunissons dans le tableau suivant:

‘iz d Kl C
= xz" "dr — ——— N
dr+'=(n+1)a*dz, fx =+
de* —= e*dz, fc‘dx:e'+ C,
a’

da*—= a*ladz, fa‘d.z' =1a +C,

d. d.
dla::—afa f—f:lz+C,

z . z
dsinz — cosz dz, fcosxdx::sinx—i—c,

dcosx — — sinz dz, fsinxdx = — cosz—+ G,

dx

dzx
— —_— =t
dtangz = —=—, f oy —angz + G,

—dz dx
dcotx — - ﬁ-z—cot.t-i-c.
sin‘x sin‘xe
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. . T
Si x est moindre que 3’

. dx dz .
darcsing — —-—-—, ———— — arcsinx + G,
yi—az \/1 — x?
' d.
darc cosx — — , —— arccosz + C.
Vi—=z yi—az
On a pour la méme intégrale f i deux valeurs
I—x-

qui semblent différentes ; mais, comme
. ™
arc cosx -+ arcsinx — ;,

on voit que les deux intégrales ne différent que par une
constante,

' dz dz
darctangr = ’ = arc tangz + C.
1+ x 1+ z*

325. Dans toutes ces formules, x peut étre la variable
indépendante ou une fonction quelconque de la variable
indépendante. Par exemple, si, dans la formule

o+t
(1) fx"t/.z':n+‘+c,

on remplace x par ¢ (x), oun aura encore

- f[? Jrde(x) = [?(J)Hl-'-c-

n+1

326. La formule (1) devient illusoire quand on y fait
n=—1: elle donne alors

“_tic

xz o

iy s dr . .
Celatient a ce que | -= est égale ala transcendantel r,
x

qui ne peut pas étre représentée par une expression algé-
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brique. Cependant un artifice de calcul permet de déduire

dela formule (1) la valeur de ffg
En effet, si, dans cette formule, on.retranche du se-

cond membre la quantité constante

S0 ce qui ne

change pas sa différentielle, on aura .
z+— 1
f z*dz = ——— +C.
n—+1
. . .o —a . O
Or, si 'on fait n = — 1, la fraction ——— devient —;
n—+1 o

pour avoir sa vraie valeur par la méthode connue, il faut
prendre la dérivée des deux termes par rapport a n, et
faire n = — 1 dans le quotient de ces dérivées, c’cst-a-dire

dans

Rl .
;2 cequi donne lx. On a donc

fl‘fznz-;—c.
x

INTEGRATION D'UNE SOMME.

327. Nous avons donné, dans le calcul différentiel, des
régles pour différentier une somme, un produit de plu-
sicurs fonctions, une fonction de fonctions; on en déduit
des régles analogues pour le calcul intégral.

Ainsi, de la formule

d(u+v — z) =du + do — dz,

on tire, cn intégrant les deux membres,

fd(u—i-o—z):fdn-*—fdu——fdz,
J[f(z)-*-?\r) $(<))dz

= | f(z)dz+ | 9(z)dx — | y(z)dx.
=Jre fu

ou
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Donc l'intégrale d’une somme de fonctions est la somme
des intégrales des fonctions qui la composent.
Par exemple,
Az’  Ba™+'  CaxP+!

ﬁAx”+Bz~+GvP+...)¢z: + + “+.
m —+1 n—+1  p—+1

f(4.r’—— 5.1:;——3x+8)dx=.1:‘—-§-z’ — %x’ —8z+C,

f(x*— fx* + 5)dr=

z

22— 22+ 51x + C.

o~

INTEGRATION PAR PARTIES.

328. Quand u et v sont deux fonctions quelconques
d’une méme variable, on a

duv — udv + vdu;

donc, en intégrant, on a

uw— fudv + | vedu,

fadu = av —frdu.

Cette formule, qui raméne la recherche d’une intégrale

ou bien

f udy a celle d’une autre intégrale f vdu, constitue une

méthode d’intégration fréquemment employée. On I'ap-
pelle intégration par parties, quoiqu’il fat peut-étre plus
correct de la nommer intégration par facteurs, puis-
qu’elle est fondée sur la décomposition de la différentielle
que I'on veut intégrer en deux facteurs.

ExempLEs.

1° fx’ coszdz.
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On posera
fx’cosa:d — | z*dsinzx — 2*sinx — 2[2 sinzdz,
f.z: sin zdr — — | zd cosz — — x cosx +fcosxdz

= — x cosx -+ sinx + C.

On aura donc, en substituant cette valeur dans la pre-
miére égalité,

fz’ coszdz = z*sinz + 2x cosz — 2 sinz + C.

2° f ame*dr.

On a

fd"e‘dx:fz"de‘:z’"e‘—mfz’"e‘dz.

Ainsi I'intégration de x™e*dx se raméne A celle de
x™'e*dx; on raménera de méme cette derniére a celle
de x"~*e*dx, et ainsi de suile; en sorte que, si m est un
nombre entier positif, on sera définitivement conduit &

chercher | e*dx, qui est e*+ C, et une suite de substitu-

tions donnera I'intégrale demandée.
En prenant m = 2, on trouverait

”

j xe*dzr = ¢*(x* — 22 + 2) +C.

30 f lzdr,

1x éiant le logarithme népérien de x. On trouve

fl.rd.r:xlz-—f d;'t:x(l.z'—l) + C.
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INTEGRATION PAR SUBSTITUTION.

329. Quelquefois une fonction différentielle f(x)dx,
qui n’était pas immédiatement intégrable, le devient par
un changement de variable. On dit alors que I'intégrale
est obtenue par substitution.

Aiusi, soit x = p(t): on a

dr—¢' (t)dt et ff(z)dx:ff[?(l)]q'(t)dt.
ExempLES.

1° f(aa:-i—b)"‘dx.

On posera

.

az +b=t, dod dz:%f-
Donc

1 *
f(ax-a-b)-dz:lf:md::l ¢
a am-—+1
u

1 (ax + b)m+!
a m -+ 1

o
+ C.

f(a.r + b)) dz =
2° Plus généralement, si I'on avait i trouver

ff(az + b)dz,

on poserait
dr
ax +b=t, don d.t:;9

et alors on serait ramené a

1
- f f(¢)ae.
3° .
3zt 41
On se fonde ici, pour le choix d’une nouvelle variable #,

sur ce que le numérateur de la fonction différentielle est
égal, a un facteur constant preés, a la différentielle du

—— e e
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dénominateur. Posons

3z* +7=t, dou zdr zx_lz- dr;

il en résulte

52%dz (5 at 5

il Erirab T
ou bicn
3
fﬂ’_zil(3z-+7)+c.
x4+ 1 12
zdx
4 Jat + =
Posons

Vat+z2=1t, dod a’+ 27=2¢, rdr—tde.
Par suite )
zdx —_—
—_ dt:t—l—C:\/a’-{-—z"-i--C.
ya* + z?

5° La méme méthode conduit a I'intégrale fréquem-

ment employée
dz

.
z*+ pxr + q

lorsque les deux facteurs du premier degré dans lesquels
se décompose x*+ px + ¢ sont imaginaires, c’est-a-dire

r
4

2+ px+q= (.z'+ 5)2+ ( - ,—2—’)

Si 'on pose

2 2
x+£:t __f_, dod dr=-t _’L,
2 g §

I'intégrale cherchée devient

quand on a ¢ — =~ > 0. On a identiquement

4

(I._—-

4

'—. f de = ! arctangt — C,
V P I+ ¢ \/ p?
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ou bien, en remplagant ¢ par sa valeur en fonction de x,

. z+ P
dx 1 2
/ = arc tang ———+ C.

x4 pr—+ q \/q_i,_z \/ _ﬁ
4 4

Ce résultat peut se mettre sous une autre forme. Nom-

mons a + 6 y/—1 et « — 8 /—1 les racines imaginaires
de I'équation
z? -+ pxr + g =o0.

__ P _‘/ _r,
a = 27 == q 4.

donc I'intégrale en question pourra s’écrire

dr | r—a
———————— == g arc tang -+ C.
24-pr-+q 6 6

6° dz
fJa —bz?
on a
dz 1 dr
[et==i (7w
a

Soit maintenaunt

2
ﬁ’i:z’ d’ott x——t\/a, dz_\/ dt;
a b

par suite, on a

: —(ll a
” de .
’ -——-—-arc sin¢4-C,
va—bz’ vl-—t’ Vi—e: b

ou enfin

==y '(W)
———— == —arcsin | x - )+ C.
Va—bz* b a

On a
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VINGT-HUITIEME LEGON.
INTEGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES.

Cas des racines simples. — Cas particulier des racines simples imagi-
naires. — Cas des racines multiples. — Cas particulier des racines mul-
tiples imaginaires.

INTEGRATION DES FRACTIONS RATIONNELLES.

330. Soit proposé d’intégrer la fraction
F (z)dz
S (=)
F (x) et f(r) étant des fonctions a]gebnques entiéres

de x.
Si le degré de I' (x) n’est pas moindre que celui de

Sf(x), on peut diviser F (x) par f(x) jusqu’a ce qu'on
parvienne a un reste ¢ (x) d'un degré inférieur a celui
de f (x); appelons Q le quotient, on a
' F(x) —Q+ o(x)
f=) ST F@)

(.):)dx f de f (.z')rl.z'
T ) ) e
et comme on sait obtenir f Qdx,Ja question est rame-

née i intégrer la fraction rationnelle ?}() )I u ¢ (x)

d’on

est d’un degré inférieur a celui de f(x).

CAS DES RACINES SIMPLES.

331 . Nous allons donc chercher

;p(.z‘)d.l’.
f(=)
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Soit m le degré de I'équation
S(z)=o,

dont nous désignerons les m racines par a, b, c,..., k.

Supposons d’abord quc ces m racines, réclles ou imagi-
‘naires, soient toutes inégales. Cherchons & déterminer,
si c’est possible, m constantes A, B, C,..., K, de maniére
que ’équation

¢(=) A B K
(1) f(z) x——a+x—b+”'+x—k

soit vérifiée identiquement. Il faut et il suffit que I'on
ait, pour toute valeur de r,

S (=) (x)
(2) g(e)=adZl gl gty
Tous les quotients f('t)a, {_(—{)7; »+++y sont entiers, et les

inconnues A, B, C,..., sont en nombre égal & m; on
pourrait donc trouver leurs valeurs en égalant les coeffi-
cients des mémes puissances de x dans les deux membres;
mais on emploie un moyen beaucoup plus simple, et qui
a I'avantage de faire voir que ces valeurs ne sont ni infi-
nies ni indéterminées.

FFaisons x = a dans Iéquation (2) ; puisque les racines
f(x)

_
f ) . de-

a, b, c,..., k sont toutes inégales, les quotients =

£, Sle)

xzr —2C

- deviendront nuls. D’ allleurs

. .0 . . .
vient — pour = @; mais sa vraie valeur, d’apres la réglc
connue, est f' (a). Donc

. a
g(a)=Af"(a)y dod Az;,((_a)).
Cette valeur de A n’est pas infinie, puisque a étant une
racine simple de f(x), f’(a) n’est pas nulle; la valcur
de A est, en outre, différente de o si 'on admet, ce qui
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N . . xz o e » .
est toujours permis, que la fracuon.;% soit irréductible.

Ainsi, en donnant aux constantes les valeurs finies et
déterminées

(a) (6) 9 (4)

(3) A:;,(a), B= ;'(b) v =L
I’équation (2) est satisfaite pour x =a, x=2,.... Elle
aura donc lieu pour toute autre valeur de x. Car, si I'é-
quation (2) n’était pas identique, comme elle est au plus
du degré in — 1 par rapport & x, et qu'elle est vérifiée
pour les m valeursdea, b, c,. .., k, elle aurait m racines,
ce qui est impossible.

332. On peut encore parvenir de deux autres ma-
. . z
niéres a la valeur de zf( i pour x = a.

1° On a (122)
S&=fla+s—a)=f(@)+a—af @+ =L @)+

et comme f(x) est un-polynéme algébrique, ce dévelop-
pement est limité ; or, puisquef(a) = o, il se réduit a

fir)=(e—a) fia) + E= L priay 1.,
d’ou ‘

S(=)

x—.

f (a)

=fl(a)+——(z—a)+...,

et, par conséquent, pour xr = a,

L S(=)
lim m _f (a)o

2° M étant le coefficient de la plus haute puissance de x
dans f(x), on a

IE) —Me—b) @ —0)...(2—4),

x —
Sturx. — 4n., I. 21
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et, par suite, pour x = a, il vient

lim ;f‘l_.z%' =M(a—b)(a—c)...(a—&k)=f"(a).

333. La transformation (1) étant ainsi opérée, on a

p(x)dz Adr Bdzx
i f(x) —fa;—a a:—b+“.’
par conséquent
@ [ =Ale—a) Bl b+

On se servira de cette formule quand les racines a, b,
c,. .., kseront toutes réelles, et que les différences x — a,
£—b,...,x— k seront toutes positives; mais si x —a,
par exemple, était négative, il fandrait changer Al (x—a)
cn Al(a — x), ce qui est permis, car ona

—dx dr

Al (x — a) serait imaginaire (n°152).

CAS PARTICULIER DES RACINES SIMPLES IMAGINAIRES.

334. Si quelques-unes des racines de I’équation f(x)=0
étaient imaginaires, la transformation (1) serait encore
possible, mais le terme correspondant 2 une racine ima-
ginaire dans la formule (4) se présenterait sous une forme

- imaginaire. Il vaut mieux alors opérer de la maniére
suivante.

Considérons deux racines imaginaires conjuguées,

a=a+6y—1, b=a—6y—1;
onaura
o(a) _ gle+6y=1)__ —
F@ = plarey=n o THY"

G et H étant deux fonctions réelles et rationunelles de « et

A—




VINGT-HUITIEME LEGON. 323

de 6. En changeant y—1 en —\/—1, on aura

_9(8) _ele—8y=1) .
S A0 Rl T o s S
on a donc
A B _ G+HYy—1 G—HPI
+ —
t—a  x—b z—a—eJ—l z—a+6y—1
__26G(z—a)—2HE
T (z—a)p+8

’

donc

Jletart sho)om ittt f o,

Or

2G(x — a)dxr
ﬁ =6Gl[(z— =)+ 8
‘2H68dz =2Harclang(z—;a)-

(x—a)?+ 6
Donc '

f( A B )d,
r—a x—0b

_Gl[.z—a)’+6’]—2Harctang< ; >+C

De cette maniére on aura opéré l'intégration de la frac-

¢ (z)d=

(=)

tion f(x) = o sont inégales. .
338. ExempLes.

o(x) (3—2&)dz _ (3—2z)dx
fz) @—z—a (z+1)(z—2a)

tion rationnelle

» si toutes les racines de I'équa-

lo

Posons
3—2x A B

.
Zl—x — 2 $+l z— 2

En substituant snccessivement —1 et <~ 2 & x dans
21.
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}(:\ ___::_2‘:", onaA=—— g, B-_:——;-- Par consé-

uent

1 ’ (3—21)0’: 5 dr 1 llt__,,
f—z—2  3z+1 3z—2

d’'ou

{'(3—21:)(1.1:

= 2Nz 'lz—2j+C
P —z—32 = 'g (x I)—'§ r — )+ .

20 elz) ¥
f(z) a?— «!
Posons
I A B
@ — 22 z—a r+a
on a
p(r) _~ 'op—t
f@ 2z .7 2a’ " 2a
d’ou
"~ dx 1
ja, S =——lz—a)+ —l(z+a)+C,
ou .
f dr __l_](.r+a>+(,:__l_ ( x+r{>
a — x* 2a \r—a) - xr—a
30 yiz) _ (3r+q)dr

, flz) 227 —3z+5
Comme I'équation 22*— 3x + 5 =o n’admet que des
racines imaginaires, nous allons opérer l'intégration
directe de cette fraction sans la décomposer en fractions
plus gimples.
La dérivée de 2a*—3x 45 est 4x— 3 : divisant
3x + 7 par 4x — 3, on aura

3.t+7 37
fz—37 4 4( 41—5)

et, par suite,

. L r2xv=3x 457 ax*— 3245
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d’ou

(3z+9)dz 3 ((4=—3)dz 39 dr
gx’—3z+5_z 2z'—3z+5 4 ) 222—3z+5

ou

(EEXICAE PR

222—3z+5" 4 2x’~—3.4:+5 -

Orona,
37 dz _ 3 dx '
4 zxr—3z+5—Ff 3\ 31
Cette derniére intégrale est égale (n° 329, 5°) &
—4— arc tang 4= =3,

~/ 1 V31

on a donc enfin

(3z + 7)d=x
2z2'— 3z + 5 .
'—_—él(ax’-—3.z+5)+ 37_arc tang4'r:3+C.
4 2y/31 V31

v

4° Plus généralement, si I'expression a intégrer est
(Mz + N)dz :

.~ ~ ' —, on la mettra sous la forme
(z—ay+6’ form

M 2(z— a)dr R
Py (x —a)+ 6 + (Mz +N) (.r~—a:)'+6‘.

Mais (n° 329),

2(.2'——.1)(1.:;

Cz—a
f(z—a)’—i—S' arctang 3

=1[(z — «)*+ 6%}, )

~e
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donc enfin

Mz + N
(z — a)’—i— 6’
Mo+ N

=;1[(z—¢):+ez]+‘ = —Z+cC.

x
arc tang e

CAS DES RACINES MULTIPLES.

o(z)dz
A=)

des facteurs multiples, c’est-a-dire si 'on a

336. Dans le cas ou le dénominateur de admet

flz)=M(z—a)*(z — b)P (z — c)t...(x — k),

il est impossible de trouver des valeurs de constantes A,
B, C,..., K, capables de vérifier I'identité
plz) A B

Sflx) z—a Ry

~En effet, si I'on réduit tous les termes du deuxiéme
membre en une seule fraction, le dénominateur de cette
fraction ne contiendra x — a qu'a la premiére puis-
sance, tandis que ce bindme entre & la n®* puissance
. T . x
dans f(x), et que d’ailleurs la fraction }%:i est sup-
posée irréductible.
Afin de découvrir le mode de décomposition propre a
ce cas, supposons d’abord '

f(z)=(z—a)
On a, d’aprés la série de Taylor (122),
o) _ ela) . fl@ v il

(#—a) ™ (x—a) (x——a)""+ 1.2 (x —a)?

1 _ ?(»—I)(a)..
1.2...(r—1) z2—a

oo
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Ce développement ne s’étend pas plus loin parce que
9(x), dans le cas ol f(x) = (x—a)", est au plus du
2(2)
f(=)

en 7 fractions ayant chacune pour numérateur une con-
stante, et pour dénominateur une puissance de xr — a.
Le probléme est ainsi ramené i intégrer des fractions

degré n —1. Il résulte de 1a que L= est décomposable

de la forme

E fa)‘- Cette différentielle pouvant se met-
d (z — a)

tre sous la forme —
(2 —a)

on voit que son intégrale est

T
T (e —ap

sihest >1, etl(x—a)sikh=1.

337. Cherchons maintenant & opérer une décomposi-
tion analogue 4 la précédente, dans le cas général, c’est-
a-dire quand on a

f(.z')::M(.t—a)"(.z—b)P(x—c)‘l... (x—k)=(z—a)'fi(=).

Soient A, Ay, A,, A,,.. ., A,_,, n coefficients assujettis
a vérifier I'identité
v ?(z) A A, e | V(@) (z),
o L
F@ T E—ar T = ATk
¢ (x) étant un polyndéme rationnel et eniier par rapport
& x. Si I'on multiplie cette équation par f(x) et que I'on
fasse passer dans le premier membre les termes qui con-
liennent A, A,, A,,..., A,_;, il faudra que 'on ait, pour
toute valeur de x,

A LE _,_ fla)
‘?() A(.z:——a)' A'(.1:—0)""‘

— . M—: xr—a)*y(z).
? A T (e —apy(a)

Maintenant, en développant ¢ (x) suivant les puissances
de x — a, on aura

2(x) = p(a)+ ¢ (a) (2 —a) + L2 (2

—a)+
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On obtiendra pour f(x) un développement analogue;
mais comme a est une racine multiple de I'ordre n, f(a),
f’(a), ..y /™' (a) sont nulles, et 'on a simplement

(a) wy S (a) g

SO)="5 G s e A
Substitnons ces valeurs de ¢ () et de f(x) dans I'é-
quation (1) ¢ en ordonnant par rapport aux puissances

de (z — a), le premier membre deviendra

¢le)—A f(")(-a)
+:?’(a)—-A ‘(w(),(ltiz)— .(:(" J(x
[
e e e e
pa e Rl v (Lt
et e s ee e e ana

Or, comme le second membre est divisible par (x —a)",
il doit en étre de méme du premier. Il faudra donc que
les coefficients de toutes les puissances de & — a, dans
le premier membre, jusqu’au coefficient de (x — a)*~!
inclusivement, soient nuls.

En égalant & zéro ces coefficients, on aura » équations
du premier degré, qui donneront pour A, A,, A,,..., A,
un systéme unique de valeurs finies et déterminées, car les
dénominateurs des valeurs inconnues sont les différentes
puissances de (") (a), et par hypothése f(*) (@) n’est pas

nulle.

338. Ayant ainsi mls}(( 7] s0us la forme
A AI Ak—l "' (1‘)
(x——a)"+(x—-a)"—‘+'”+.1:—a f(.r)
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V(=)
Ji(=z)

B B B
(zg—bp  (z—0b)— """ T x—b

sous la forme

on mettra de méme

2(2)
Si(z)
/1 (x) désignant le quotient de la division de f; (x) par
(x—b)*.

En continuant de la méme maniére, on finira par ob-
tenir le développement

-+

2(_{)-— A + A' + + An—l
flz) (x—afp  (z—a) ' z—a
B B, B,
temw et ey
C G Cyg—t
+(a:—c)1 (z—c)?“'+'° +tr—¢
Feeiieeenns I
+ K
_x

expression qui, multipliée par dx, sera trés-facile a
intégrer.

La décomposition précédente ne peut se faire que d’une
seule maniére; car, si les constantes A,, A,,...,A,_, rela-
tives 3 la racine a, par exemple, étaient susceptibles de
plusieurs valeurs, on devrait les trouver en commencant

la décomposition par cette racine. Or on n’a trouvé,

qu’une seule valeur pour chacune de ces constantes. Donc
. z .
la fraction }—E;} ne peut se décomposer que d’'une seule

maniére en fractions simples de la forme considérée.

CAS PARTICULIER DES RACINES IMAGINAIRES MULTIPLES.

339. Si quelques-unes des racines multiples de I'équa-
tion f(x)=o0 étaient imaginaires, le développement
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de 21%) renfermerait des imaginaires que I'on pourrait

S (=)

faire disparaitre en groupant d’une maniére convenable
les termes relatifs anx racines conjugées; mais il est plus
simple d’opérer de la maniére suivante.

Soient « == 6 \/— 1 deux racines conjuguées de 1’équa-
tion f(x) = o, et n leur degré de multiplicité. Posons

9(z) __Az+B  Az+B
F@ " E—ar+ 8F e ap 6
Az + B, . A,_‘I 4+ By ¥ (x).

(R e A T

A, B, A,, By, etc., sont des constantes qu'il s’agit de dé-
terminer; ¢ (x) une fonction rationnelle et entiére de x,
et fi(x) le quotient de f(x) divisé par [(x — «)* + 6*]~
On doit avoir I'identité

9(z) — (Az + B)fi (z) — (Aux +B)) [(z — &)’ + 6'] /i (2)
— (A,.z + By) [(z — ) + 6] fi(=)

—-(A & + By ) [(x — a4+ & £ (x)
=[(r —a)+ &b (z).

Les constantes A, B, A,, B,, etc., doivent donc
éire choisies de telle sorte, que le premier .membre de
cette équation soit divisible par [(x— a)*+ 6] oy,
ce qui revient au méme, de maniére que, pour
x = a + 8 \/—1, ce premier membre devienne nul, ainsi
que ses 1 —1 premiéres dérivées. On aura ainsi n équa-
tions, dont chacune se partagera en deux, car il faudra
égaler séparément & zéro la partie réelle et la partie ima-
ginaire de chaque équation.

Dans la premiére équation, tous les termes, a partir du
second, contenant (x — a)* +- 6* en facteur deviendront

nuls pour £ = a + § y/—1. Cette équation ne contient
donc que A et B, et comme elle se décompose en deux, on
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pourra ainsi trouver les valeurs de A et B. Quant 4 la
seconde équation, obtenue en prenant la dérivée des deux
membres de la premiére, elle ne contiendra que A, B,

A,, B, quand on aura fait x = « + 6 \/—1, et comme A
et B sont déja connus, et que cette équation se sépare en
deux, elle donnera les valeurs de A, et de B,. On obtien-
dra de la méme maniére les autres constantes.

Ce calcul fait, on opérera ensuite la décomposition de

$(=)
fi(®)

tout ce qui précéde, dépendra de la nature des facteurs

bindmes de f; (x).

340. Le cas des racines imaginaires multiples conduit
donc & intégrer des différentielles de la forme

en différents termes dont la forme, connue d’aprés

(Az + B)d.r
[(z—a) 6’]"

n étant un nombre entier et positif. Or on a identique-
ment .

f(A.t+B )dz _fA(.t—a Aaz+B_d.c
[(z — ) + 62 [.t—a)’+6’]“ [.t-—-a’-l-G’]

Si I'on pose

(2 —a)+6=¢, dod 2(xr—a)dr=dt,
on a, a une constante prés, lorsque n est >1,

A(x —a)drx Adr A
f[x—a)’+6’]' f T 2 (n—1) et
A

T a(m—1)[(x— )y + &

?
et, lorsque n =1,

Alz—a)dz A e
e g LE—aE L,
Reste donc a déterminer

(Ae + B)dz .
(£ — a)*+ &P
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Pour cela, soitx —a =6z,dou dz =6dz;0na

(Aa+B)dr  Ax+B dz
((z—a)+6&pF &= (1+z:)n’

en sorte qu’on est ramené a trouver

c’est donc cette derniére intégration qui doit maintenant
nous occuper.

341. On a identiquement

(1 f(l-izz’)" ':f(n +d:')"—' _f(lid;)“_

Mais . g ,
S =s [ e
= (n~x)('n+z=)H]‘

par conséquent, en intégrant par parlies, on a

t o2'ds z . 1 dz
j(|+zz)n__(2,,_2)(,+zz)n—1+2n_2f(l+zu)n—|'

Substituant cette valeur dans (1), il vient, en réduisant,

dz z 'zn—3
f(l +2z)" " (2r—12) (1 +z‘)"" 2n — 2f(l =+ z?) =

et

Ainsila recherche de f - est ramenée a celle de
(r—+
dz
—_—— de méme cette dermere serait ramenée a
(l -+ zz)u—l

dz . . .
celle de | ————— et ainsi de suite, et comme 722 est
(1 4 2*)n2 S

un nombre entier positif, on sera finalement conduit a la
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¢ . . s .,
recherche de f,_(:z’ qui est égale A arctangz. L'inté-.
. dz . (Ao + B) de
gration de TP et par suite celle de TP
se trouvera ainsi effectuée. :
' 342. On peut encore obtenir f T de la maniére
suivante. Posons .

t—arctangz;
il en résulte

dz dz dt
dt = , = :
143 (1+2) (14 32)
or
. dz
——— == cos?*¢, d’oll ———— = cos¥td!;
1+ 2? (1 + 22)"

par suite

dz an—2
f(T_'_—zz);:fCOS A tde.

On conuait différentes maniéres de parvenir & cette der-
niére intégrale : une des plus simples consiste a dévelop-
per cos*~*¢t suivant les cosinus des multiples de ¢ [ 146,
formules (1) et (2)] On obtient ainsi un développement

limité, et dont chaque terme, multiplié par dt, s’intégre
trés-facilement.
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VINGT-NEUVIEME LECON
INTEGRATION DES FONCTIONS IRRATIONNELLES.

Fonetions qui ne contiennent que des irrationnelles monémes. — Fonc-
tions qui contiennent un radical du second degré. — Intégration des
diflérentitlles bindmes.— Cas d’intégrabilité. — Formules de réduction.

FONCTIONS QUI NE CONTIENNENT QUE DES IRRATIONNELLES
MONOMES.

343. Une fonction qui ne contient que des monbmes
irrationnels est toujours intégrable. Ainsi,supposons que
I’on veuille obtenir

f(l—+— VE— Y5

1+yz

Cette intégrale peut s’écrire

1 2
(l+.1:’——z’)d.r

1+ 2

Or, si l'on fait
z=1t% do0t dr—=06¢dr,
on aura la fraction rationnelle

(r+ 13— 14)6¢8de
142

H

ou

1
Odt | — '+ t5 45—t 41—y ——
+ '+ Ty ’

dont I'intégrale est égale a
3 6 6
—:};t’+5t7+t‘—§t‘+2t’—6t+6arclangt+C,

ct il ne reste plus qu'a remplacer ¢ par yx.
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344. On raméne au cas précédent toute fonction qui
ne contient que des radicaux portant sur un méme bi-
ndéme du premier degré. Ainsi, soit a cherche.

f[x’+ v (az + b)’](lr.

z+\Vazr+ b

On posera ax + b =1%, d'ou

t— b Sdt
, dx=6'

~ —> V{ac+ by =¢

T =

par suite on n’aura plus a intégrer que la fraction ration-

nelle
6 (e —b)p+ a’l‘]dt.

a? 8 — b + at?

FONCTIONS QU1 CONTIENNENT UN RADICAL DU SECOND
DEGRE.

345. Nous passons maintenant a I'intégration des fonc-
tions qui contiennent la racine carrée d’un trindme du
deuxié¢me degré, tel que a + bx + x* ou a + bxr — x* :
le trindme peut toujours étre ramené a 'une de ces deux
formes en faisant sortir du radical le coefficient de x* pris
avec le signe .

La méthode que I'on emploie consiste a transformer x,
va + bx == x* et dx en fonctions rationnelles d’'une nou-
velle variable, de maniére & ramener le probléme a I'in-
tégration d’une fonction rationnelle.

Supposons d’abord que le terme x?, sous le radical,
soit précédé du signe +. On pourrait indifféremment
poser

Va + bz 4 a*=z 1 z;
renons z — X ; en élevant au carré, on aura
3 ’

a—+ br —3— 2235
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d’ou
Z—a
(1) = s
\/_—— _a+bz4 2
(2) a+b.r+.z-’_z-—.z_—b+T,
(3) de= (b +22)22dz — (2 — a)adz _ (a—+ bz + 22242
- (6+ 22 T (b4 232

La substitution des valeurs (1), (2), (3), daus la fonc-
tion donnée, la changera en une fonction rationnellede z,
qu'il sera dés lors facile d’intégrer.

346. On peut encore, quand a est > o, poser

Va + bz + .t’:\/;+.rz;

en élevant au carré et divisant les deux membres par x,
on aura
b+ z =2zVa+ 2

don
- 2z\a— b
(4) -'-'—-—-———l_z, ’
(5) \/a+,,,+x=:i—”iiy_€,
11— 3
() dz_(z’\/;—bz—i—\/;)zdz

==

347. ExempLEs.
dx
1° —_———————
f Va + bz + a?
Employons la premiére transformation et posons

Va+ br +x*—=z—u2.

D’aprés les formules (2) et (3), on aura
dx dz b
fmz‘/b =1(5+2)s
a—+ bx 4
2 t?
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donc, en remplagant z par sa valeur x + \a + bz + x*,

on aura
dr b
—_—=1| -4 2+ \Va+ bxr+ 2?) +C.
Va + bx + 23 2

Quand b = o, cette formule devient

it——:l(z—i—\/a—i-x’)-i—c.
«a—i—z’
o (gx 4+ h)dr
2 e
~/a+ bx + z*

11 est facile de ramener cette intégrale a la précédente;
ona

b\
(b+2z)dz _ \377 7)™

2ya+ b.t+.1."—-~/—a+ be + x?

;1\/a+bz+x’=

. . . , .. b
Si le numérateur de la fonction proposée était 5 % on

pourrait immédiatement intégrer cette fonction. Or

b gb
i _SGre)ae (-5

\/a+b.z-+.t’_‘\/a+6.r+x’ v’a+b.t+.z:”

donc
(gx + h)dx
NPy

b d.
_fg(5+‘” ’+<h gb) dz
- \/a+b.r+.1:’ . 2 \/a+b.r+.1:’
b\ (b S
=gVa—+ bx+x*+ (h——%—> l(;+x+\/a+bx+x’)+c.
348. Occupouns-nous maintenant de I'intégration de

f(a:, Va+ bx — x?)dz.

Sturm. - An., 1. 22
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D’abord, si a est positif, on peut employer la seconde
transformation. On posera

Vax bz — 22=\a+zz, dod b — x=2z\a + xz%;

done

(1) A .r:-——b 1_—:2:/;

(a) o P B ek R
3) dt_z(z’\/;—bz—-\/;)dz

( - (r+22) :

349. 11 existe une troisiéme transformation qui permet

d’intégrer
f(z, Va+ bz = z*) dx,

quand les deux racines du trindme a -+ bx == x* sont
réelles (dans le cas ou x* et le terme constant sous le ra-
dical ont le signe —, les racines doivent étre réelles, pour
que le trindme ne soit pas constamment négatif).

Supposons d’abord que le terme x* sous le radical ait
le signe + ; soient & et € les racines de I'équation

a+ bx 4 x*—o,

on aura
' a—+ bz 4+ 2= (x — a) (z — 6).

Posons

Va+ br+a=(z—2a)z ou a+ br4 2= (x—a)z

il en résulte

(¢ —a)(zx—8)=(xr—a)’z’, ou x—6=(z—a)s}
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par conséquent,
' 6 — az?
() =T
—_— __ [6—az? __(6—a)z
(2) Ya+ b+ =(xr—a)z= ( — —-a)z__ g

—(l—:’)2azdz+(6—-—az’)2zdz'_ 2(6— a)zdz
(t~=) ST =y

(3) dz=

Il faut modifier ces formules, quand le terme x* est
précédé du signe — : on écrit dans ce cas

a+br— 2*=(zx—a) (6 —x).

Va+bx —x* = (x — a)z,

Posons
d’ou
6—2=(zr—a)z,
et, par suite,
6 4 az?
(4) z = I+ 22 ?

(5) \/a+bx—z’:(x—a)z:(gl:_azzzv

1+ 2*)2azdzs — (8 + az’)22dz __ 2(a—6)zdz
GFey . (+ep

(6) dr="
350. On peut appliquer cette méthode a
dr
f Va—+ br — ’ '
mais il est plus simple de ramener cette intégrale a

dt
Vi—¢?

dz dzx

\/a+bx—x’=\/a+%_( _g)z

22,

On a
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Soit maintenant

b - T
;—vl—tva-’--z, doﬁ dyx — — dt ﬂ+z‘,

{' dzx b—o2x
= = arc cos —— +-C.
\/a+bx—z’ \/l—t2 \ul—l—b’

Sia=o,

dr b—ox
———— —arc cos ——— -+ C.
Vbozr — z* b ‘

351. Les méthodes précédentes permetient d’intégrer
une fonction rationnelle f(x, \/x + a, \/x -+ b) dx, qui
contient des radicaux du deuxiéme degré portant sur
deux binomes différents du premier degré. En effet, po-
sons

\/.1: +a—=2,
d’ou

x:z"'—a, \/.z:—i—b::\/z’——a-i—b, dr = 2zdz.

Par suite, f(z, \Jx + a. \Jx + b)dx devient une cer-
taine fonction F (z, \/2* — a + &) dz, qu’il est possible
d’intégrer d’aprés les méthodes exposées dans cette Legon.

INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES BINOMES. — CAS
D’ INTEGRABILITE.

332. Cn appelle différentielles binémes celles qui sont

de la forme
z"(a + bzx")Pdz,

On ne diminue pas la généralité de ceite formule en
supposant que m et n soient des nombres entiets; si

] 2 1\ .
Ton avait, par esemple, x* (a+bx’) dx, on ferait
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x = 2% d’olt dx = 62%dz, et la question serait ramendée

a intégrer 6z° (a + bz®)Pdz, différentielle binéme dans

laquelle les exposants de z, hors de la parenthése et dans
la parenthése, sont des nombres entiers.

On peut de plus supposer  positif, car si 'on veutin-

tégrer x™ (a + bx~")P dx, il suffit de faire x = ;l- pour

ramener cette intégration a celle de — z7"~* (e + b2z")Pdz,
ou I'exposant de la variable, dans la parenthése, est po-
sitif.

Quant 4 p, on doit le supposer fractionnaire. En effet,
si p était un nombre entier positif, on aurait, en dévelop-
pant (a + bx")?, un polynéme entier, et si p était entier
et négaltif, on aurait une fraction rationnelle; dans ces
deux cas, l'intégrale s’obtiendrait par les procédés qui ont
€1é exposés dans les précédentes Legons,

353. Pour trouver d’autres cas ou la différentielle
a™ (@ + bx")? dx puisse éire intégrée, posons

a+ bx" =1z,
d'ou

La différentielle devient alors

R m—-t I
o1 z—a\ 5 —
;[;zP( b ) dz,

et 'intégration pourra se faire si

m-+1.
n

— un nombre entier.

(1)

En effet, si p est égal 4 la fraction g, en faisant 2 = t"

on sera ramené au cas d’une fonction rationnelle. L’inté-
gration sera donc possible.
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) 354. On trouve un autre caractére d’intégrabilité, en
ecnvam la différentielle binéme sous cette forme :

Z™ P (az— + b)P dx. .

La condition qui vient d’étre trouvée devient pour cette
m + np +1
formule: ——p;———, ou
m—+ 1
n

(2)

-+ p = un nombre entier,

condition qui pourra étre remplie, quand la premiére ne
le sera pas.

Par exemple, pour la différentielle x* (a + bx‘)%d:c,

ona
f+1_ 5 4f+1 1
373 3 3

=2,

et la deuxiéme condition d’intégrabilité se trouve seule
remplie.

REDUCTION DE L'EXPOSANT DE X HORS DE LA PARENTHESE.

355. Comme il n’est pas possible, en général, d’inté-
grer la différentielle binéme x™ (a + bx")? dx, il fautla
ramener a d’autres intégrales plus simples; on y parvient
au moyen de I'intégration par parties. On a

f.r"' (a + ba"\pdzx = | 2™+ (@ + bz")P "' dx :fudv,

en POS&D[

(a + bam)r+
— pm—n+1 R St e A
BEET = T

et, par suite,

fa:" (a + bx)P dx
(a)

@+ bz")P+t  m—n+-1
nb(p+1) nb|( (p+1)

f z™ " (a+bz"\P+' dz.
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La nouvelle intégrale contenue dans cette formule sera
plus simple que la proposée si m est positif et plus grand
que n, et p négalif, car alors p +-1 aura une valeur ab-
solue moindre que p. Mais on peut trouver une formule
dans laquelle I’exposant de x hors de la parenthése soit
seul diminué. En effet, on a identiquement
2" (@ + bzt )P+t = 2™ (a + bz )P (a + ba")
= az™"(a + bx")P + br™ (a + bz")P.

Par conséqueni,
f.t"’""(a + bxn)p+ dz
= af.c"‘—"(a + bz"\P dx + bj z™(a + bx")r dz.

Substituant cette valeur dans ’équation (), on aura

,fﬁ(a-kbﬁ)rdx
(a +bz")P+* m—n—+41
— pm—n-l —_— n
=7 nb(p+1)  nb(p+1)° “(a+bat)r de
m—n—+1
m fz”‘(a+b.r")P¢1:.

Par suite, en transposant le dernier terme et réduisant,

f.z"' (a4 be)p

.z"‘—"+'(a+bx')P+' a(m—n—+1) -
b(np+m—+1) bnp+m+ l)j‘r’l (a-+barypda.

L’intégration de x™ (a + bx™)? dx est ainsi ramenée &
la recherche de

f.z"“"(a + bz")P dz;
on fera dépendre celle-ci de

f.z:""'(a -+ bz )P dz,
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et ainsi de suite, en sorte que si m est positif et plus grand
que n, en désignant par in le plus grand multiple de n
qui soit inférieur a m, on sera ramené, aprés un nombre/
de réductions, a I'intégrale

f Zm=in (@ + bar)p dr.

Sil'on avait m — in = n — 1, cette derniére intégrale
pourrait s’obtenir immédiatement, car elle deviendrait

(a + bxm)p+!

g O

/vz"—'(a-i-bz")l'd.z:

m—+1

Mais 1’égalité m — in = nr —1 revient a =i41I,

et la premiére condition d’intégrabilité (353) est rem-
plie.

Lorsque np + m + 1 = o, le second membre de (A)
prend la forme o — o, et cette formule devient illu-

m—-1

soire. Mais, comme -+ p est égal 4 o, c’est-a-dire a

n
un nombre entier, on retombe dans le second cas d’inté-
grabilité (354), et 'intégrale s’obtient directement.

REDUCTION DE L’EXPOSANT DU BINOME.

356. Dans la transformation (A) la réduction portait
sur I'exposant de x hors de la parenthése, tandis que le
facteur (@ + bx")? ne changeait pas. On peut maintenant,
au contraire, laissant le facteur x™ invariable, ramener
la recherche de l'intégrale proposée a celle d’une inté-
grale dans laquelle 'exposant de @ + bx" sera diminué
d’un certain nombre d’unités.

En effet, comme

-
m+1

z" (@ + bx*Pdz—= (a + bz} d ’
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on aura, cn intégrant par parties,

\fz" a + bx*\ dx

‘ _a (a + bz™)P pnb
m —+1 T m —+1I

fx’”‘”‘ (a + bz )p—'dx.

Par cette formule, I’cxposant du binéme a - bx™ a bien
été diminué d’une unité, mais I’exposant de' x hors de la
parenthése a été augmenté de n unités. Pour réduire ce
dernier exposant, on changemen m -+ n, etp en p —1,
dans 'équation (A); il vient

f.t”""" (¢ + bz )P dx

__a™{a + bx")P (m+1)a T
—b(n/)+m+l)—b(np+m+l) Im(a_'_bzn)‘p dz;

par suite, en portant cette valeur dans I'équation (),

f.z"'(a + bz )P dx
__a™(a+ bat )P npx™+'(a + bz )P
- m—4-1 (m+l)(np+m+1)
o f 2 (a + b dz,
np + m + 1

et, en réduisant,

/av-(a ~+ ba"\Pdx

™ (a+ba"p
T ap+m+1 np+m+l

(B)

f Z™ (@b )P dz.

Au moyen de cette formule, on 6tera successivement
de p toutes les unités que contient cet exposant.

387. La formule (B) devient illusoire quand on a

’

np +m—+1=0;

mais alors on retombe dans le second cas d'intégrabi-
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1ité (354), et 'intégrale cherchée s’obtient par un chan-
gement de variable.

En résumé, 'emploi des formules (A) et (B) fera dé-
pendre l'intégrale f.r"‘ (a + bx")? dx, quand m et p sont

positifs, de I'intégrale plus simple
f.z""""' (@ + bz yp—tdz,

in étant le plus grand muliiple de n, inférieur a m, et k
la partie entiére de p.
Par exemple, on raménera I'intégrale

5
f.z" (a + bx’)*dx

. 1
a f x (a+ bx*)’dx, en la réduisant successivement,

par la formule (A), aux suivantes :

dzx,

fx‘ (a + b.zr‘)%dz, f.z: (a + bx®)

LY

et cette derniére, par la formule (B),aux suivantes :

fx (@ + bx‘)%d.z-, f.z‘ (@ + ba®)dx.

FORMULES DE REDUCTION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS
m ET p SONT NEGATIFS.

358. Quand m et p sont négatifs, les formules (A)
et (B) ne réduisent pas la différentielle bindme i une plus
simple expression; mais elles conduisent & deux nou-
velles formules, qui opérent la réduction daus ce cas.

Occupons-nous d’abord de diminuer l'exposant de x,
hors de la parenthése. Pour cela, tirens de I'équation (A)

la valeur de l'intégrale fx""" (a+ bx")Pdx, ce qui
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donne
" (@ + bx* )P dx

—n41 P4t
_ (a+bz)p+t  b(m~+np-+1) 2 (a-+ ban)P .
(m—n—+1)a (m—n—+1)a

Ensuite changeons m —nen —moumen —m—+-n:
nous aurons

e (a -+ b.l‘")P'H
(m—1)a

fx—"(a+ bt )Pdz = —

b(np+n—m—+1)
( (m—1)a

(€)

f.t—"‘"'" (a + bz ) dx.

Par ’emploi répété de cette formule, I'intégrale cher-

chée pourra éire ramenée a la suivante :
f_,,_.—-+(i+|)n (a -+ bl«n)p dr,

dans laquelle in représente le plus grand multiple de n
contenu dans m.
Si I'on avait
—m+(i+1\n=nr—1,
la derniére intégrale deviendrait
(@ + bam)p+t

wp+n O

f.zﬂ-' (a + ba*)Pdz =

Mais comme on a

— m -1
n

— — { = un nombre entier,

on retombe dans le premier cas d’intégrabilité.
389. Lorsque p est négatif, on tire de la formule (B)
z™ (a + bx*)P—'dx

n--1
:_.Z (a+bzn)P+”P+m+‘fzm(a+bza)pdz.
alll) ahl)
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Si 'on change dans ce résultat p —1 en —p ou p en
—p -1, on aura

fI" (a~+ba")Pdr= zr+t(a 4 bar)7em

an(p —1)
—_ l__"‘f'_’li‘_l_—‘_[)l_lf‘zm(a + bxn)—p+ldx.
n(p—1) . _

Si p est plus grand que 1, la valeur absolue de I'cx-
posant du bindme sera diminuée d’une unité; en conti-
nuant la réduction, on finira donc par ramener cet
exposant a étre compris entre o et 1.

Quand p =1, cette formule devient illusoire, mais ce
cas est un de ceux ou l'on sait intégrer.

360. Une différentielle de la forme
21 (ax’ + bx*)P dx

(D)

peut se mettre sous la forme x7*? (a + bx—")P dx, et
devient ainsi une différenticlle bindme.

361. Les formules précédentes permettent d’intégrer

la diftérentielle
™ dx

—
Vi+ 2t
qui,d’ailleurs, tombe toujours dans I'un des deux cas d’in-

tégrabilité. La fermule (A) donne alors

" dx "\ — a2 m-—1 "=2dr

\/1——1" m m ~/[___,,’..-.

En faisant successivement m =1, 3, 5,..., on aura

xdx
—— = — 1 — 2,

\/x———z7

xidx ’ : xdx
=— \/l—x + —=,

\/l—x’ \/|~—r’

xrSdr xt 2+ ? ’dt
— = — V1=
Vi—az? 5 5 \/l—.r‘

P s e es s ccs e 00 et e--0r00c0 00

e mearer]
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d’ott I'on uire

ﬂ:—— VI-—.Z‘2,
\/l——x’

- 5=

1— 22

xsdz _ 4z 2.4 ’A
Vice (5*35 ..3.5)“‘“’

et, en général, si m est un nombre impair,
amdr .
Vi— =z
rmt m— 1)y 2.4...(m—1
= I:—————'I—(—) -+ o 'ils(T—):'v 1—x+C.

m (m—2)m

Si m était un nombre pair, on arriverait a la formule

_ " (m—1)zm 1.3.5...(m—1)
'__I:——m—+ (m—2)m et 2.4.6.. m ]Vl_l"
1.3.5...(m—1) .
.46 Cresme+C
EXERCICES.
1. Calculer
_dx
z/i—2*

en posant

Sorurion. — Cette intégrale se raméne & f sin'g

= sing.
2. Calculer .
X = _(_‘l_'_z
z(a+ bz?)?
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SorutioN. — On a, & une constante prés,

1 l\/n-{-b.z"—‘/(;_*_ 1 + I
28*Ja Ja+bx'+ya o Ja+ bz 3a(a+b.z~’)%

3. Calculer

X

x= [—%=__.
(a+bz*)?
x b

1
SoLutioN. X = —

- +C.
a (Va—i—b.z." 3(a+b.z:’)%)

4. Calculer

dx
X _f(c+e.1:’) Va+b.z".

SoLuTION. — Si bc — ae est positif,

- 1 \ ‘/(a+b.t')c+.z"/bc——ne) .
X 2¢/(bc — ae) ¢ (‘/(a—i—bx’)c——-.z'\/bc—ae +G

si be — ae est négatif,

X =—————arctang (y/ae — be ———=) +C
nV(ae—bc)carc ng( “ c‘/(a—t—bx’)c)—r

8. Calculer
x4z —1

donner la tangente, le sinus et le cosinus de celte intégrale.
r—a
zy/5

En supposant nulle la constante arbitraire, on a

SOLUTION. X = arc sin +C.

9 tangX: _‘?__L—.

2z +x—1

. r—a 2y 42 —1
sinX = — cogX:.i_._l-___.

x5 .t‘/g
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INTEGRATION DES FONCTIONS TRANSCENDANTES.
Fonctions qui se raménent aux fonctions algébriques. — Intégrale de
g*Pdx. — Intégration de quelques fonctions exponentielles et trigo-

nométriques — Intégration des produits de sinus ou de cosinus.—
Intégration de sin™ z cos” xdx.

FONCTIONS QUI SE RAMENENT AUX FONCTIONS
ALGEBRIQUES.

362. On raméne aux fonctions algébriques, par une
simple substitution, les intégrales qui renferment sous

le signe f une fonction algébrique d’une transcendante,

muliipliée par la différentielle de cette transcendante :
telles sont les intégrales

ff(c*)e'dx, ff(a’)a‘dx, ff(lx)f’f,

ff(sin.t) coszdr, ff(cosx) sinzdzr,

ff(arc sinz) —— ~/ ff arc tang x) ————-a oo
l—x’

Par exemple, si I’'on veut obtenir

f("”)' =,

, dx .
on posera lx = z, d'ou —= dz, et, par suite,

n-1
f(lx\"-{{f_—_—. s dy = — +C,
x n-+1
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f"«")"df:u’”ﬂ +C.
x n—+1

INTEGRALE DE 2" Pdx.

ou

363. Cherchons & intégrer une fonction telle que
2" Pdx, z étant une fonction transcendante de x. Po-
sons, i cet effet,

. d
de.z-:Q, fQ:;—zrd.r_—_R, 'fR;&d.z‘:S,...:

on a

fz"Pd.z' = [z"dQ:Qz"— nfz""Q:Iz,
fz"—' Qdz = [ z"'dR = Rz"'— (n — l)fz"—’R:lz,
fzn—z Rdz — Zn—2 ds o Szn—i - (” — 2)]‘211--3 Sl(.’.’....;

par conséquent,

(A) fz"sz:Qz"— aRz*' +n(n—1)Sz*—*—. ..,

La loi de ce développement est évidente. On aura I'in-
tégrale cherchée si n est un nombre entier positif, et si
’on sait obtenir les intégrales désignées par Q, R, S, etc.

‘ 364. ExempLEs.
1° - _f:z"—'(l.z:)”dz:

on a

dz I
=2y, z=lxr, —=-—
P ’ ' dr Tz
par conséquent,
am z™

Q:;, _ — =—”F..'. -
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donc

f.z-"""(l.t)"dr . k
[(1 y—=(lz )-'+"(" ) (1) —

in(n—l)...